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Eléadas

1. Eldadas

Nagyon sok esetben felbukkan rekurzios Osszefiiggés, egyenlet feladatok megoldéasa kozben.
Ezen egyenletek megoldasa egy kicsit masképpen torténik, mint a tobbi esetben. Ezeknek a
megoldasihoz szeretnék segitséget adni.

1.1. Masodrendi, homogén megoldasa
Roéviden ismertetem a mésodrend homogén rekurzi6 altalanos megoldasat:
Un = Ay + Ba, 5
Rekurzi6 karakterisztikus egyenlete:
r? =ar+ = r? —ar—pf3=0.
Ennek gyokei
T €s 7o,

A sorozat
ap=Cp 1P+ Cyory !

alakban irhat6 fel, ahol a konstansok az elsé és masodik elembdl kiszamithatok.

Példaul:
ap=2; ay=28; a,=8a,_1— 15a,_9; n>2

=8 —-15 = -8 +15=0
=23, To9=20>
an:Cl~3”_1+Cg-5"_1

2:
Cy+Cy O =y =1
8 =3C) + 50,

Tehat a sorozat alakja
a, = 3n—1 + 5n—1

1.2. Megoldasi moédszerek

Tetsz6leges modon, akar tobb tton is meg lehet oldani a feladatokat. Néhany gyakran
hasznalt modszer:

e Teljes indukci6 (azaz vegyiik észre ...)
Megprobaljuk kitalalni a végeredményt, majd ezt teljes indukeid segitségével igazoljuk.

e Teleszkopikus Osszeg
A Kkeresett Osszefiiggést felirva, majd az index léptetésével 1-ig (illetve a legkisebb
értékig) léptetve — esetleg megfelels konstansokkal szorozva — Gsszeadjuk Gket.

e Teleszkopikus szorzat
A keresett Osszefiiggést felirva, majd az index léptetésével 1-ig (illetve a legkisebb érté-
kig) 1éptetve — esetleg megfelel§ konstansokkal szorozva — 6sszeszorozzuk Sket. Nagyon
fontos ezen modszernél arrél meggyézGdni, hogy nincs a felirt Osszefiiggések kozott nul-
la értékd sor.
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e Index léptetés
Index le (esetleg fel) léptetésével és az eredeti Osszefiiggeés felhasznalasaval egy keze-
sebb” sorozat kialakitasa.

e Uj sorozat (1 ismeretlen) bevezetése
Mint az elnevezés mutatja, egy ,kezesebb” sorozat elérése a cél.

A megoldési modszerek ezek teljes kombinécioja lehet, azaz egy feladatban akar t6bb modszer
egymas utani vagy akaregyidejli alkalmazasa.

1.3. Feladatok

Minden feladat esetén adjuk meg a sorozat n-edik elemét n fiiggvényében, ha csak a feladat
méast nem ir el6.

1.3.1. Feladatok rejtett rekurziora (feladatok alacsonyabb korosztaly szamara)

1. Hanyféleképpen lehet egy 10 szintes (15; 20; ... szintes) lépcss tetejére felmenni, ha
a) egyszerre 1 vagy 2 lépcs6t 1éphetiink?
b) egyszerre 1, 2 vagy 3 lépcs6t 1éphetiink?
c) egyszerre 1 vagy 2 lépcs6t 1éphetiink, de két 2-est egymas utan nem léphetiink?
d) egyszerre 1 vagy 2 lépes6t léphetiink, de két egyforméat egymas utan nem léphetiink?

2. Piros és kék szini iiveggolyokbol 10 golyo (15; 20; ... goly6) hosszisagu lancot készi-
tiink. Hanyféleképpen tehetjiik ezt meg, ha
a) nem akarjuk, hogy kék golyok keriiljenek egymas mellé?
b) nem akarjuk, hogy egyforma golyokbol 2-nél t6bb keriiljon egyméas mellé?

3. Piros, kék és z6ld szini iiveggolyokbol 10 goly6 (15; 20; ... goly6) hosszisagi lancot
készitiink. Hanyféleképpen tehetjiik ezt meg, ha
a) nem akarjuk, hogy kék golyok keriiljenek egymas mellé?
b) nem akarjuk, hogy kék és zold keriiljon egymés mellé?

1.3.2. Feladatok indukciéra (azaz vegyiik észre ...)

Loa,=+/1+ad2_; n>2; a; =1

Ay
2.an:n—1; n > 2; a; = =
Q—Gn_l 2

n—1

3. a, = (a1 +1); n>2; a; =0

1.3.3. Feladatok teleszkopikus Osszegre

1. a,=a,_1+95 n2>2; a; =1
2. @, =ap_1+n; n>2 ap =1
1

3. a4, = Qp_1 + n > 2; a; =1
n

(n—1)
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1.3.4. Feladatok teleszkopikus szorzatra
1. ap, =3a,_1; n>2; a = 1;
2. a,=3a,_1+2; n>2; a; = 1;

3. a,=3a,_1+1;, n>2; a = 1;

1.3.5. Feladatok index léptetésre

1.a, =4+4/ar +ax+ ... +ap_1; n>2 a; =1
n+1
n—1

1
3. an:1—6(1+4an,1+\/1+24an,1); n > 2; a =1

Igazoljuk, hogy a sorozat racionalis szamokbdl all.

2. a, = (e +as+...+a,1); n>2; a; =1

1.3.6. Feladatok 1j sorozat (1 ismeretlen) bevezetésére
1. ap, =3a,1+n; n>2; a; =1
2. ap=Mm—1ap1+n*=3n+1;, n>2; a; =1

3. ap =2a,_1 +3" n>2; a; =2

1.3.7. Feladatok vegyesen (oldjuk meg ,,barmi aron és modszerrel”)

1. Az 1,2, 3 szamjegyek felhasznalasaval képezziink 10 (15; 20; . ..) hosszu szamsorozatot,
de minden szamjegyet csak téle 1-gyel eltéré szamjegy kovethet, azaz (1 — 2; 2 —
1,3; 3 — 2). Hény ilyen sorozat van?

2. Az 1, 2, 3 szamjegyek felhasznalasaval képezziink 10 (15; 20; ...) hosszt szamsoro-
zatot, de minden szamjegyet csak t6le legfeljebb 1-gyel eltérd szamjegy kovethet, azaz
(1—1,2; 2 —-1,2,3; 3 — 2,3). Hany ilyen sorozat van?

3. Az 1, 2, 3 szamjegyek felhasznalasaval képezziink 10 (15; 20; ... ) hosszi szamsoroza-
tot, de minden szdmjegyet csak téle legfeljebb 1-gyel eltérd szamjegy kovethet, de 2-t
2-es nem kovethet, azaz (1 — 1,2; 2 — 1,3; 3 — 2, 3). Hany ilyen sorozat van?

4. Az 1, 2 szamjegyek felhasznalasaval képezziink 10 (15; 20; ... hosszil) szamsorozatot,
de 1-es csak legalabb 2db 2-es utan allhat (vagy 1-es utén), azaz (1 — 1, 2; 12 — 2,
22 — 1, 2) . Hany ilyen sorozat van?

5. Kettes szamrendszerbeli 10 (15; 20; ...) hosszt szamok szama, ha 0-s csak dupla 1-es
utan éallhat, azaz (01 — 1; 11 — 0,1; 0 — 1)

(n+1)n(n—1)

O = N 8 n+2)

(a1 +1); n>2; a; =0

1 \? 1
7. a,= 11— Up1+——; n>2; ap = A
n—1 n—1
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.
17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

-1
anzl—n Ap_1; N > 2; ap =1
1 n—2
ap = ——0p—1 + ap—2; N =3; ap=1; ay=;
n n—1
na, =202n—1)a,_1; n>2; a; =2

[gazoljuk, hogy a sorozat egész szdmokbol all.

an:%(3an_1+\/5a%_1—4); n>2: a, =1

Igazoljuk, hogy a sorozat egész szamokbol all.

an = 3a,_1 ++/8a%_; —8§;

Igazoljuk, hogy a sorozat egész szamokbol all.

n(n—1)

Ay —

Qp = Ap—1 +4

(n+2)(n+1)

Ap—1

2

n > 2; a; =1

(@1 +1); n>2; a; =0

+2 n>2 a; =2

Igazoljuk, hogy a sorozat egész szamokbol all.

- 2an—1 —4

Qp—1

Qnp

n > 2;

ap = 1; ago17 ="

anp, =9+ 6y/a1 +ax+ ... +an_1 n>2; ap =1

an =25+ 10/a; +ax + ... +a,-1 n=>2; a; =1

2 2
_ An—1 + Ap_9
Ay = —————————
Ap—3

I

n > 4;

a, = ay = ag = 1;

[gazoljuk, hogy a sorozat egész szamokbdl all:

x:\/—3+4\/—3+4\/—3+4\/m

Oldjuk meg az egyenletet!

1

1

Qp

- 1_CLn—l - 1—{'an—l

A sorozat periodikus. Mi lehet az els6 elem?

an=4%ay1-3a,.2 €és a1 < ag pozitiv egész szam.
Igazoljuk, hogy ass;>3%3.

n
Ay =

Ap—1

ap = )
2an_1 + ]_

1
Hany olyan tagja van a sorozatnak, amelyik nagyobb m—nél?

2
p = Ap—1 + N7,

Hany 5-tel oszthato szdm van a sorozat elsé 100 tagja kézott?

ap = 3an_1 + 2",

" iy

n>2;

n > 2;

n > 2;

n >

2.&1 = 27

CL1:1

Cl1:1

0,1:1

1
2
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26.
27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.
34.

35.

1.4.

ap =ap1+6a, 2, n=3; a=0; a=1
Ap = 20,1 —20p,_9, N>3; ar=1;, ay=3
Up =0Gp1—Ap2+ a3, n=>4 ar=1; a=2; ax=2; azir=
(p—10n—2 1 1
n = o o, > 3; =35 =5
T Sans —2a,, = MTg 273
aifl
ap = , n=>3; ap=-3; ay=2
Ap—2
n = 20p_1 + 3b,_
“ -1+ ! n > 2; a = 2; by =0
bn =3a,-1+ 2bn—1
n = 4a,_1 + 2b,_
“ -1+ ! n > 2; a; =1; by = -1
bn = 0lp_1 — 3bn—1
na, =(2n—2)a,_1 — (n—2)a,_o; n>3; a, = b; as = 4
U =0p 1 —a2 ;3 n>20<a; <1
Bizonyitsuk be, hogy a? + a2 + a3+ ...+ a2 <1
n n— )
- +6~a =5 n>4 am=1; ax=2; az3=—
Ap—2 (p—1 2

Feladatok forrasai

Arany Déaniel Matematikaverseny feladatai
Internet

KOMAL folyoéirat feladatai

Kvant folyodirat feladatai

OKTYV feladatai

2

Orosz Gyula: Rekurziv sorozatok, Matematika Oktatasi Portal (http://matek.fazekas.hu)

Szoldatics Jozsef: Rekurzio, Matematika Oktatasi Portal (http://matek.fazekas.hu)
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2. Végeredmények

2.1. Feladatok rejtett rekurziora (feladatok alacsonyabb korosztaly

SZAmara)

. a) ajg = 89, a5 = 987, 90 = 10946

b) aip = 274, a1 = 5768, agn = 121415
) aig = 417 15 = 277, Ao = 1873

o

d) app =1; a5 =2; az =1

a) ayg = 24960; ay5 = 3799168; agy = 1873
b) a0 = 2; a15 = 2; agy =2

a) ayg = 41; ay5 = 277; agy = 578272256

b) a9 = 8119; ay5 = 665857; agy = 54608393

. Feladatok indukciéra (azaz vegyiik észre ...

an = \/1; n e NT
1

— : -
=i neN

Qn

n—1
ap = ;
2

n € NT

Feladatok teleszkopikus Osszegre

. ap, = 5n —4; n € Nt
1
an:—n(n+ >; n € Nt
2
2n—1
ay = n : n € Nt
n

Feladatok teleszkopikus szorzatra

a, = 3" 1; n € Nt

Ca,=2-3""1—1; n e Nt
3" —1

U =~ n € NT

Feladatok index léptetésre
ap=1; a,=8(n—1); neNt;n>2

ap=(n+1)-2"3% n e NT

2

)

24 ;

an = n € Nt
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2.6. Feladatok 1j sorozat (Gj ismeretlen) bevezetésére

31— on — 3
1oap="2"72%  peNt
4
2. a, =2 -n!—n; n € Nt
3. a, = 3" — 2" n e Nt
2.7.
1. 19 = 64, a5 = 384, agy = 2048
2. ayp = 8119; a5 = 665857; agy = 54608393
3. a1p = 1536, a15 = 49]_527 Aop = 1572846
4, a9 — 465, a5 = 7739, Qop — 128801
5. a190 = 28, 15 = 189, Aoy — 1278
(n—1)n
6. a, = ————; € N*
0mn+2’
7. a1 = A; @y = — n>2; n € N
. 1 — y Un — 2(” _ 1)a - 4y
k
n=2%k—1
8. a, = %k_l n;k € Nt
— n =2k
2
1
9. a, = —; n € Nt
n
1-3:5-...-(2n—1 2
10. a, = 2" (2n >:<”>; n e Nt
n! n
11. a, = 341 — An_2; n>2; n € Nt
12. a, = 6a,_1 — n_2; n>2; n € NT
—1)(2 1
13. an:(n ) 2+ ); n e Nt
10(n+1)
14. a, = 2n?; n € NT
15. Q9017 — A1 = 1
16. a, = 18n — 3; n>2; n € Nt
17. a, = 50n — 65; n > 3; n € Nt
18. a, = 3ap_1Ap_2 — Qp_3; n € Nt
19. z=1vagyz =3

Feladatok vegyesen (oldjuk meg ,barmi aron és mébdszerrel”)




Végeredmények

20.

21.

22.

23.
24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

alztg (L—lﬂ-)’ ’I’LG]NJr

an =3"2(ay —ay) +ap_1 >3"2-14+0=3"% n € Nt
3
2

1

) +
+(n+1)!’ neN

Ay —

Az els6 50 elemre teljesiik a feltétel.

60 ilyen szam van.

a, = 5371 —ontl n € NT
3n—1_ -9 n—1
5
1—2 142
= — Z(1—1—2')"71%— ; Z(l—z’)nfl; n e NT

a7 = ap = 1

—_— 1 .
Sl 1)

9 n—1
an:—?)-(—g) : n € N

an n € Nt

a, = (—=1)" 1+ 571 b, =5""1 — (=1)" 1 n € NT

(89+3v89) (1+v89\ | [89-3v89) (1-v89)"
R W T 2 T\ T 2

- (—89+17\/@> <1+\/@>”1+ (—89—17@) (1-@)”1
" 2

178 178 2
n & Nt
3 2
a, = nt : n € NT
n
a%+a§+...+ai:a1—ak+1<1; ke Nt
( n=1
n =2
2% +3%).. . (22072 4 372

22k—1 + 32k—1
o (22k—2 + 32k—2)

n=2k+1; k>1

1
2

b= LD (2 +3)
(243) (23 +33)...(22k=3 4 323
(2+3)( ) E ;
1+ 1)( )



Feladatok rejtett rekurziora

Megoldasok

3. Megoldasok

A feladatoknak csak 1 megoldasat irtam le. Természetesen — sok esetben — akar t6bb meg-

oldés is létezik.

A feladatokndl megjeldltem a feladatok — altalam ismert — szarmazasi helyét. amennyiben

nincs megjelolés, az vagy
— a ,matematikai folklor” része, eredete ismeretlen
— nem tudom a feladat szarmazasi helyét.

3.1. Feladatok rejtett rekurziora (feladatok alacsonyabb korosztaly

szamara)

1. Hanyféleképpen lehet egy 10 szintes (15; 20; ...
a) egyszerre 1 vagy 2 lépcs6t 1éphetiink?

szintes) lépcsé tetejére felmenni, ha

Klasszikus feliras:

Lépes6 [ 12345 ... [10]..] 15 |...] 20
Osszes | [1]2|3]5]...|89]..]987 .. 10946

Modositott feliras, ahol a nyilak mutatjak, hogy melyik fokra honnan lehet lépni:

Lépcs6 | - | n—2 | n—1 n
1 e a/an — a’TL*]. /j an
2 b2 +—br— 12 b,
Osszes | = | Sn—2 | Sn—1 Sn
Ezt végigfuttatva:
Lépces6 | 1|2 |3 |45 10 15 20
1 111235 55 610 6765
2 0111213 34 377 4181
Osszes | 123 |58 89 987 10946

Lepes6(n — 2) + Lepes6(n — 1) = Lepes6(n) = Fibonacci(n + 1)

b) egyszerre 1, 2 vagy 3 1épcsSt 1éphetiink?

Klasszikus feliras:

Lépes6 [ 123 [4]5 | .. 10 |...| 15 [...|] 20
Osszes [ 12|47 [13]..[274]...[5768 .. 121415

10



Feladatok rejtett rekurziora Megoldasok

Moédositott feliras, ahol a nyilak mutatjak, hogy melyik fokra honnan lehet 1épni:

Lépces6 | - | n—3 | n—2 |n—1 n
1 e ap—3 - An—2—] an—l’f;ian
2 I e e e = R
3 e Cn_—‘g__cﬁ_ﬁ/ 7’)_1 Q Cn
OSSZGS Sn—3 Sn—2 Sn—1 Sn,

Ezt végigfuttatva:

Lépes6 |1 23|41 5 10 | ... 15 | .. 20
1 11112147 149 | ... | 3136 | ... | 66012
2 0j1]12] 4 81 | ... [ 1705 | ... | 35890
3 0101 |1] 2 |..| 44 |..| 927 | .. | 19513
Osszes | 124|713 ]...]274|...|5768 | ... | 121415

Lepcs6(n — 3) + Lepes6(n — 2) + Lepes6(n — 1) = Lepess(n)

c) egyszerre 1 vagy 2 lépcs6t 1éphetiink, de két 2-est egymas utan nem léphetiink?
(Feladat: Szoldatics Jozsef)

Feliras, ahol a nyilak mutatjak, hogy melyik fokra honnan lehet 1épni:

Lépcs6 | - | n—2 | n—1 n

1 P a/n_Q\ an_]_ /j an

2 ot bn—2 bn—l bn

Osszes | =+ | Sn—2 Sp—1 Sp

Ezt végigfuttatva:

Lépes6 |1 |23 |45 10| ... | 15 | ... 20
1 11112134 28 | ... | 189 | ... | 1278
2 Ol1|1]1]2 13 ... 8 |...] 595
Osszes | 1123416 A1 | ... 1277 ] ... ] 1873

Lepes6(n — 3) + Lepesé(n — 1) = Lepes6(n)

d) egyszerre 1 vagy 2 lépcs6t léphetiink, de két egyforméat egymas utan nem léphetiink?
(Feladat: Szoldatics Jozsef)
11
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Megoldasok

Feliras, ahol a nyilak mutatjak, hogy melyik fokra honnan lehet 1épni:

Lépcso n—2|n-—1 n
1 ap—2 ~_Qp—1 B Qp
2 bn—? bn—l> bn
Osszes Sn—2 | Sn-1 Sn
Ezt végigfuttatva:
Lépes6 | 1123|415 10 15 20
1 11011110 1 1 0
2 O(1]1(0]1 0 1 1
Osszes | 11211 1 2 1
2 n=23k
Lepeso(n) 41 n=3k+1 n € N*t
1 n=3k+2

2. Piros és kék szini iiveggolyokbol 10 golyo (15; 20; ...

tiink. Hanyféleképpen tehetjiik ezt meg, ha

goly6) hosszusagu lancot készi-

(Feladat: Szoldatics Jozsef)
a) nem akarjuk, hogy kék golyok keriiljenek egymas mellé?

Feliras, ahol a nyilak mutatjak, hogy melyik fokra honnan lehet 1épni:

Darab n—2|n-—1 n

Piros (p—2 —Ap-1 7 Qn

Keék bn—2 bn—l> bn

Osszes Sn—2 | Sn-1 Sn

Ezt végigfuttatva:

Darab |12 ]3[4 5 10 15 20
Piros |1 1|23 |4 28 189 1278
Kéek |[0[1]1]1]2 13 88 595
Osszes |1 [2(3|41]6 41 277 1873

Darab(n — 3) + Darab(n — 1) = Darab(n)
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Feladatok rejtett rekurziora

Megoldasok

b) nem akarjuk, hogy egyforma golyokbdl 2-nél t6bb keriiljon egyméas mellé?

Feliras, ahol a nyilak mutatjak, hogy melyik fokra honnan lehet 1épni:

Darab n—1 n

PP Qp—1 an

PK bn—l ﬁbn

KK Cn—1 Cn

KP dp_1 \‘dn

Osszes Sn—1 Sn

Ezt végigfuttatva:

Darab |23 4 | 5 10 15 20
PP 1111 2 3 34 377 4181
PK 1121 3 5 55 610 6765
KK 1111 2 3 34 377 4181
KP 1121 3 5 55 610 6765
Osszes | 4| 6] 10| 16 178 1974 21892

Darab(n — 2) 4+ Darab(n — 1) = Darab(n) = 2 - Fibonacci(n — 1)

3. Piros, kék és z6ld szinii iiveggolyokbol 10 golyo (15; 20; ...

készitiink. Hanyféleképpen tehetjiik ezt meg, ha

goly6) hosszisagi lancot

(Feladat: Szoldatics Jozsef)

a) nem akarjuk, hogy kék golyok keriiljenek egymas mellé?

Feliras, ahol a nyilak mutatjak, hogy melyik fokra honnan lehet 1épni:

Darab n—1 n
Piros An—1 J _0n
Kék b1 Dby,
7Z5ld Cn—1 2 Sp

Osszes Sn—1

Ezt végigfuttatva:
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Feladatok rejtett rekurziora Megoldasok

Darab |1 |2] 3 | 4 5 | .. 10 15 20
Piros |1 3] 8 [ 22| 60 | ...| 9136 | ... | 1390592 | ... | 211662336
Kék |1]12] 6 |16| 44 | ... | 6688 | ... | 1017984 | ... | 154947584
Zold | 13| 8 [22] 60 |..| 9136 | .. |1390592 | ... | 211662336
Osszes | 3[8[22]60 164 |..|24960 | ... | 3799168 | ... | 578272256

2 - Darab(n — 2) + 2 - Darab(n — 1) = Darab(m)

b) nem akarjuk, hogy kék és zold keriiljon egymés mellé?

Feliras, ahol a nyilak mutatjak, hogy melyik fokra honnan lehet 1épni:

Darab el n—1 n

Piros An—1 J_50n

Kek | | bo1 Db,

Zold | | 1 LS sn

Osszes | =+ | Sn-1

Ezt végigfuttatva:

Darab |1 2| 3 4 5 ... 10 15 20
Piros |13 7 | 17|41 | ... | 3363 | ... | 275807 | ... | 22919537
Kék 11215 12129 ... 2378 | ... | 195025 | ... | 15994428
70ld 11215 12129 ... 2378 | ... | 195025 | ... | 15994428
Osszes | 3717141199 ...|8119 | ... | 665857 | ... | 54608393

Darab(n — 2) + 2Darab(n — 1) = Darab(m)
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Feladatok indukciora Megoldasok

3.2. Feladatok indukciéra (azaz vegyiik észre ...)

Loa,=+/1+d%_;; n>2; a; =1
(Feladat: Orosz Gyula)

A sorozat elemeit szdmolva: a; =1 = \/T; Qo :\/5; as :\/3; as =2 = \/§; as =v/5
Sejtés: a, = \/n; n e Nt
Az indukcits 1épést végrehajtva

Unp1 = V1+a2=1/1+(/n)2=vV1+n

n— 1
2 4y =" 22w =
2 — Ap—1 2
L 1 1 1 1 1 1 1
A sorozat elemeit szdmolva: a1 =— = ——; @s =- = ——; a3 =— = ——; Gy == =
2 1+1 3 241 5 4+1 9
1 1 1
—_—. O =— =
8+1° 17 o1
Sejtés: a, = ——; e N*
ejtés: a ST n
Az indukcits 1épést végrehajtva
1
n 2141 1 1
Unt1 = 2 - 1 = n—1 = n
—an g _ 221 4+1)—1 2n+1
2n-l 41

0 1 2 3 4

A t 1 t 2 l : :0 = — =— :1 = — —— =) = —

sorozat elemei 1szamo va: a; 57 02 =55 a3 55 44 =55 as 5
Sejtés: a, = n—; n e Nt

Az indukcids 1épést végrehajtva

n ( +1) n n_l—i—l n n+1 n
a?’l :—an = — —
LR n+1\ 2 n+1\ 2 2
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Feladatok teleszkopikus Osszegre Megoldasok

3.3. Feladatok teleszkopikus Osszegre

1. a,=a,_1+95 n>2; a; =1

A sorozat elemeit szdmolva: a1 =1; ay =6; a3 =11; ay =16; a5 =21
Index 1éptetést végrehajtva

(p = Qp_1 + 9
p—1 = Qp_3 + 95
as = ag + 5)
as = aq + 5
Osszeadva és rendezve

ap =a;+5(n—1)
a,=14+5(n—-1)
a, = 5n — 4; n € N*

Megjegyzés
Ez a ,,jol ismert” szamtani sorozat.

A sorozat elemeit szdmolva: a1 =1; as =3; az =6; ay =10; a5 =15
Index 1éptetést végrehajtva

ap = a1+ (n)

Up—1 = G2+ (n—1)

CL3:CL2+3
a2:a1—1—2

Osszeadva és rendezve

ap=a1+24+..+n
a,=1+2+..4+n
n(n+1)

an:T, n € N*

3. Ay = Q- ;
a a 1+n(n_1>



Feladatok teleszkopikus Osszegre Megoldasok

Rendezve a sorozat képzési szabalyat

n 1 N 1 1
Ay, = Ay —— = Qp_ — —
"an—1) L
Index 1éptetést végrehajtva
1 1
Qp = Qp—1 + - -
n—1 n
B N 1 1
=1 = =2 T 00— 1
+1 1
a3 =as+ - — =
3 2573
+1 1
as=ay+— — =
2 1775
Osszeadva és rendezve
+1 1
anp=a1+ - ——
"1
1
a, =2 — —
n
2n —1
an = n : n € Nt
n
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Feladatok teleszkopikus szorzatra Megoldasok

3.4. Feladatok teleszkopikus szorzatra

1. a, =3a,_1; n>2; a; =1,

A sorozat elemeit szamolva: ay =1; as =3; az =9; ay =27; a5 =81
Index léptetést végrehajtva

ap = 3an—1
p—1 = 30p_2
as = 30/2
a9 — 3@1
Egyik sor sem nulla, &sszeszorozva és rendezve

a, = aj - 3" !
a, =1-3""1

a, = 3" 1 n e Nt

Megjegyzés
Ez a ,,jol ismert” mértani sorozat.

(Feladat: Szoldatics Jozsef)

A sorozat elemeit szdmolva: a1 =1; ay =5; a3 =17; a4 =53; a5 =161
Rendezve a sorozat képzési szabalyat

an+1=3(a,_1+1)
Index léptetést végrehajtva
an+1=3(a,_1+1)
an_1+1=3 (an_g + 1)
a3+1:3(a2+1)
CL2+1:3(CL1+1)
Egyik sor sem nulla, 6sszeszorozva és rendezve

an+1=(a;+1)-3"1
a,+1=2-3""1
an =2-3""1 —1; n € N*
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Feladatok teleszkopikus szorzatra Megoldasok

3. a,=3a,_1+1;, n>2; a; = 1;
(Feladat: Szoldatics Jozsef)

A sorozat elemeit szdmolva: a1 =1; ay =4; a3 =13; a4 =40; a5 =121
Rendezve a sorozat képzési szabalyat

i 41
an+ = =3 an-1+ =
2 1o

Index 1éptetést végrehajtva

1 1
an+§:3(an_1+§)
1 1
an_1+§ :3(%_2—1—5)
1 1
a3+§:3(a2+§>

+1 3 +1
ag+—-=3(a1+ =
2T 9 1o

Egyik sor sem nulla, &sszeszorozva és rendezve

an—i-%—(al—l—%) 3nt
1 3
an+§:%-3”_1 1
an:§-3"—§
an:3”2—1; n € Nt
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Feladatok index léptetésre Megoldasok

3.5. Feladatok index léptetésre
1.a, =4+4ar +ay+ ... +ap_1; n>2; a; =1

A sorozat elemeit szamolva: ay =1; ay =1; az =8; a4 =24; a5 =32
Index léptetést végrehajtva

an:4+4\/a1+a2—|—...+an_1
n1 =4+ 4/ay +as+ ... + a,_o n>3

Rendezve a sorozat képzési szabalyat

a —4\?
(L) :a1+a2+...+an_2

4
= 4\?
mteaf () o

Ap—1 +4 ?
4

Ap = CQp_1+8;, n>3

a, =4+4 <

Ez pedig egy ,sima” szdmtani sorozat

a=1; a,=8(n—1); n>2

n+1
n—1

(ay +ag+ ... +ap1); n>2; a; =1

(Feladat: KOMAL 1998 /oktober Gy.3225)

A sorozat elemeit szamolva: ay =1; ay =3; az =8; ay =20; a5 =96
Index léptetést végrehajtva

n—i—1< gt )
a, = a a Qp—
o Tt a 1
n
p1 = _2(a1+a2+...+an_2) n>3

Rendezve a sorozat képzési szabalyat

n—2
Ap—1 = Qa1 + Q2+ ... + Ap_2

n+1(n—2 )

(0 Ap-1+ Qp_1
n—1
n+1 2n—2

Ap = : Ap—1
n—1 n
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Feladatok index léptetésre Megoldasok

1
an:2~n+ Apn_1; N >3
Index léptetést végrehajtva
1
ap =2+ n Qp—1
n
n
Up1 =2+ ——p_
1 R
4
a3 = 2 . gag

3

a9 = 2- —a
2

Egyik sor sem nulla, dsszeszorozva és rendezve
n+1

a, =2""1——¢q

2
a, = (n+1)-2"7% n e NT

1

1
3. Ay = 1—6(14—4@”,14—\/14—24@”,1); n > 2.@1 =1
Igazoljuk, hogy a sorozat racionalis szamokbol all.

. 5
A sorozat elemeit szamolva: a1 =1; ay ==; a3 =—; a4 =——; a5 =——
8

Rendezve a sorozat képzési szabalyat

1
a, = 6 (1 +4a,-1+ 1+ 24an_1>

16a, =1+ 4a,—1 + /1 + 24a,_1
96a, = 6 4+ 24a,_1 + 6+/1 + 24a,,_1
4+ 96a, =1+ 24a, 1 +6+/1424a,,_ 1 +9

2
4(1+ 24a,) = (\/1 2441 + 3)
2v/ 1+ 24a,, = /1 + 24a,_1 + 3
3 1
\/1+24&n:§+§ 1+24an_1

Ez pedig az allitast bizonyitja, hiszen ha a,,_; és /1 + 24a,,_; is racionalis, akkor a,
és /1 + 24a, is az lesz, tehat ha a, racionalis, akkor a,; is az.

Megjegyzés
A sorozat zart alakjat is meghatérozhatjuk

3 1
\/1+246Ln = 5 + 5\/1 +24an_1
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Feladatok index léptetésre Megoldasok

21+ 24a, = \/1+ 24a,-1 +3
21+ 24a, — 6 = +/1+ 24a,,_1 — 3
2 (V1+24a, —3) = /1 + 24a,_1 — 3

Index 1éptetést végrehajtva

2 (V1+24a, —3) = \/1+24a,_ — 3
2 <\/1 + 24, — 3) = 1+ 24ay_5— 3
2 (V1+24a3 — 3) = 1+ 24ay — 3
2 (V1+24ay — 3) = V1 + 24a; — 3
Egyik sor sem nulla, 6sszeszorozva és rendezve
2" (V1+24a, —3) = V1+24a; — 3
2" (V1 +24a, — 3) =
1 n—2
V14 24a, — 3 = (2)
1 n—2
V1+24a, =3+ ( >
1+ 24a,, = < > ]
] n € NT
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Feladatok 0j sorozat (11j ismeretlen) bevezetésére Megoldasok

3.6. Feladatok 1j sorozat (Gj ismeretlen) bevezetésére

1. a,=3a,_1+n;, n>2; ap =1
(Feladat: Szoldatics Jozsef)

A sorozat elemeit szdmolva: a1 =1; as =5; az =18; a4 =59; a5 =183
Rendezve a sorozat képzési szabalyat

anp = 30Ap_1+ N

a—l—ln—l—%—?)a —|—§n+§
I R
1 3 3 9
- — = 4+ Sm=1 =+
an+2n+4 3an1—|—2(n )+4
+ + 5 3 + —( 1)+ ;
(i, n+-=3(a,_ n— —
2" 4 ! 4
Uj sorozatot bevezetve
b + L + 5
n = 0n + =N+ —
2 4
bn = 3bn71
9
b1 - Z_]:
Ez egy ,sima” mértani sor
9
bn — _Sn—l
4
1
bn — _3n+1
4
1 3
n bn - -
¢ 2" 4
3t —2p—3
a, = 1 n : n € Nt

A sorozat elemeit szamolva: ay =1; ay =2; az =9; a4 =44; a5 =235
Rendezve a sorozat képzési szabalyat

an=(n—1)a,1+n*—3n+1
an+n=Mn—-1) a1+ (n—1)"
a1 = (0= 1) (0 s + (1= 1))

Uj sorozatot bevezetve

b, =a, +n
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Feladatok 0j sorozat (11j ismeretlen) bevezetésére Megoldasok

Index 1éptetést végrehajtva

63:2'()2
by =1-0

Egyik sor sem nulla, 6sszeszorozva és rendezve

b, = by - n!

b, =2 -n!

an =b,—n

a, =2-n!—n; n € NT
3. ap, =201 +3" 1 n>2; a =2

(Feladat: Szoldatics Jozsef)

A sorozat elemeit szamolva: ay =2; ay =7; ag =23; aq =73; a5 =227
Rendezve a sorozat képzési szabalyat

a, = 2a, 1+ 3" !
a, — 3" =2a,_4 —2-3"!

an —3" =2 (a1 — 3"

Uj sorozatot bevezetve

b1 - —1
by, = 20,1
Ez egy ,sima” mértani sorozat
b, = —2""1
a, = b, +3"
a, = 3" —2" 1 n € NT
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Feladatok vegyesen (oldjuk meg ,barmi aron és modszerrel”) Megoldasok

3.7. Feladatok vegyesen (oldjuk meg ,,barmi aron és modszerrel”)

1. Az 1,2, 3 szamjegyek felhasznalasaval képezziink 10 (15; 20; . ..) hosszu szamsorozatot,
de minden szdmjegyet csak téle 1-gyel eltér6 szamjegy kovethet, azaz (1 — 2; 2 —
1,3; 3 — 2). Hany ilyen sorozat van?

(Feladat: Szoldatics Jozsef)

Felirva, hogy honnan hova torténhet a lépés

Darab el n—1 n
1 N
9 b1 > b,
3 Cn—l CTL
Osszes | =+ | Sn-1 Sn
Ezt végigfuttatva
Darab |12 (34| 5 10 ... 15 | ... 20
1 111121121 4 6 |..|128 | ... | 512
2 11212141 4 32| ... 1128 | ... | 1024
3 111121214 |...116| ...]128 | ... | b12
Osszes |3 [4]6]8 12 ...]164]...]384]..]2048
2k+1. :2k,
Darab(n) = ’ "
3.2 p=2%k+1

2. Az 1, 2, 3 szamjegyek felhasznalasaval képezziink 10 (15; 20; ... ) hossza szdmsorozatot,
de minden szamjegyet csak téle legfeljebb 1-gyel eltérs szamjegy kovethet, azaz (1 —
1,2, 2—1,2,3; 3 —2,3). Hany ilyen sorozat van?

(Feladat: Szoldatics Jozsef)

Felirva, hogy honnan hova torténhet a lépés

Darab | -+ | n—1 n
1 an—l — an
2 bn—l *5 bn
5 | e S G
Osszes | =+ | Sn-1 Sn

Ezt végigfuttatva
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Feladatok vegyesen (oldjuk meg ,barmi aron és modszerrel”) Megoldasok

Darab |1 2| 3 [ 4|5 |..] 10 |.. 15 20
1 11205 12129 ...|2378 | ... | 195025 | ... | 15994428
2 13| 7 [ 17141 | ... | 3363 | ... | 275807 | ... | 22619537
3 1125 (12129 ...|2378 | ... | 195025 | ... | 15994428
Osszes | 3| 7[17 41|99 | ...|8119 | ... | 665857 | ... | 54608393

Darab(n) = 2 - Darab(n — 1) 4+ Darab(n — 2)

3. Az 1, 2, 3 szamjegyek felhasznalasaval képezziink 10 (15; 20; ... ) hossza szdmsorozatot,
de minden szdmjegyet csak téle legfeljebb 1-gyel eltérd szamjegy kovethet, de 2-t 2-es
nem kovethet, azaz (1 — 1, 2; 2 — 1,3; 3 — 2, 3).Hany ilyen sorozat van?

(Feladat: Szoldatics Jozsef)

Felirva, hogy honnan hova torténhet a lépés

Darab | - | n—1 n
1 Ap—1 anp
9 b1 > b,
3 Cn—1 —S Cn
Osszes | = | Sn-1 Sn
Ezt végigfuttatva
Darab |1 2| 3 | 4 | 5 |..| 10 | .. 15 20
1 1124 8 |16 ...| 512 | ... | 16384 | ... | 524288
2 1124 8 |16 ...| 512 | ... | 16384 | ... | 524288
3 1124 8 |16 ...| 512 | ... | 16384 | ... | 524288
Osszes | 3612|2448 ... [ 1536 | ... | 49152 | ... | 1572864
Darab(n) = 3. 2"
4. Az 1, 2 szamjegyek felhasznéalasaval képezziink 10 (15; 20; ... hosszil) szamsorozatot,

de 1-es csak legalabb 2db 2-es utan allhat (vagy 1-es utan), azaz (1 — 1, 2; 12 — 2,
22 — 1, 2). Hany ilyen sorozat van?

(Feladat: Szoldatics Jozsef)

Felirva, hogy honnan hova torténhet a lépés
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Feladatok vegyesen (oldjuk meg ,barmi aron és modszerrel”) Megoldasok
Darab n—1 n
11 Qn—1 NI Qp
12 bn—l 7> bn
21 Cn—1 N Cn
22 dy1 71> dy,
Osszes Sn—1 Sn
Ezt végigfuttatva
Darab |23 [4] 5 10 15 20
11 1712 4 114 1897 31572
12 1112 4 114 1897 31572
21 01112 3 86 1432 23833
22 11213 5 151 2513 41824
Osszes |3 |51]9] 16 465 7739 128801
5. Kettes szamrendszerbeli 10 (15; 20; ...) hosszt szamok szama, ha 0-s csak dupla 1-es

utén allhat, azaz (01 — 1; 11 - 0,1;0 - 1)
(Feladat: Szoldatics Jozsef)

Felirva, hogy honnan hova torténhet a lépés

Darab n—1 n

00 0 0

01 bn—l / bn

10 Cn—1 y Cn

11 d,—1 1> d,

Osszes Sn—1 Sn

Ezt végigfuttatva

Darab | 2|34 |5 10 15 20
00 0101010 0 0 0
01 0101111 6 41 277
10 0111111 9 60 406
11 1111112 13 88 595
Osszes | 1234 28 189 1278
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Feladatok vegyesen (oldjuk meg ,barmi aron és modszerrel”) Megoldasok

(n+1)n(n—1)

6. a, = an1+1); n>2; a; =0
(n—|—4)(n+3)(n+2)( 1+1) '
(Feladat: Csorba Ferenc, Kvant)
1 3 1 2
A sorozat elemeit szdmolva: a; =0; ao =—; a3 :%; ay :5; as ==
Rendezve a sorozat képzési szabalyat
n+1l)nmn—1
R UTUES PR

(n+4)(n+3)(n+2)

nm+4)(n+3)(n+2)a,=n+1)n(n—1) a1+ n+1)n(n—1)

n+4)(n+3°Mm+2°>0n+1na,=n+3)(n+2)°n+1)°n2(n—1)a,_1+
+(n+3)(n+2>*(n+1)7°n*(n—1)

A jobb oldal masodik tagjat kifejtve

(n+4)(n+3)7>n+2)°n+1)"na, =
= n+3)(n+2°n+1)°n*(n—1) a1+
+n” +9n® + 30n" + 42n° + 9n® — 39n* — 40n® — 12n°
Index 1éptetést végrehajtva

(n+4)(n+3)7>n+2)°n+1)na, =
—n+3)(n+2°n+1°n*(n—1)a,_1+
+n% 4+ 9n® + 3007 + 42n° + 9n® — 39n* — 40n°® — 12n?
(n+3)(n+27°Mn+1)n%(n—1)a, , =
=n+2)(n+1)°n*(n—1)°(n—2) apn_o+t
+(n=1"4+9n—-1)°+30(n—1)"+42(n—1)°+
+9(n—1°=39(n—1"—40(n—1)> —12(n — 1)

7-6%-5%-4%.3a5 =6-5%-4%-3% 20, +3°+9-3%+30-3"+42 -3+
+9-3°-39-3*—40-3*—-12-3?

6-52-4%.3%.205 =5-42-3%.22 . 14, +2°+9-22 +30-27 + 42 . 264
+9.2°—-39.2' —40.2% —12.2?

Osszeadva és rendezve

(n+4) (n+3)* (n+2)* (n +1)* na, = 8640a,+

+ 09> 430 it 442 49> =39 it —40) it —12) i
=2 1=2 =2 =2 1=2 =2 1=2 =2
(n+4) (n+3)%* (n+2)* (n +1)* na, = 8640a,+

(n—1)n>(n+1)>*n+2)°(n+3)° (n+4)
- 10
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Feladatok vegyesen (oldjuk meg ,barmi aron és modszerrel”) Megoldasok

(n+4) (n+3)*(n+2)"(n+1)°na, = (n—1Dn?(n+1)>*(n+2)°(n+3)%(n+4)

10
(n—1)n
2) 4y =
(n+2)a 10
—1
10 (n +2)
1\’ 1
7. a,=1|(1-— n-1+ pon>2; ap=A
n—1 n—1
L 3 2 5
A sorozat elemeit szdmolva: a1 =A; as =1; a3 = W :g; as =3

Rendezve a rekurzios Osszefiiggést

(LY L]
fin = n—1) TR

(n—17a,=0n—-22a,1+n—1)

Index léptetést végrehajtva
(n—1Y2a,=0n-2 a1+ n—1)
(n—2)an1= (-3 an+ (n—2)
32ay = 2%a3 + 3
2203 = 1%a9 + 2
Osszeadva és rendezve

(n—17a,=a; +2+3+...+(n—1)
(n—17%a,=14+2+3+...+(n—1)

n(n—1)
- 1)2q, = ——~
(n—17a, ="
n
n — ) > 2
“T -1 T
n +
a1:A;an—2(n_1), n>2; n €N
—1
8.an:1—n Up_1; N > 2; ap =1
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Feladatok vegyesen (oldjuk meg ,barmi aron és modszerrel”) Megoldasok

o 1 2 1 3 1
A sorozat elemeit szdmolva: a1 =1; ao 25; as 25; ay :i; as :g; ag = 3
Rendezve a sorozat képzési szabalyat
n—1
ap =1— Qp—1
n
na, +(n—1)a,_1 =n
Uj sorozatot bevezetve
b, = na,
b1 = bg - 1
Index léptetést végrehajtva
bn + bn—l =N
bn71+bn72:n_1; n=>3
Rendezve a sorozat képzési szabalyat
by, —b,_o=1
bn =1+ bn—2
bon—1=ba =n
k
n=2k-—1
Ay = %k_l nyk € N*
— =2k
5 n
1 n—2
9. ap=——ap_1+ ap_2; N2> 3) a; = ]-; g = =
-1 2
L 1 1 1 1
A sorozat elemeit szamolva: a1 =1; ay ==; a3 ==} a4 =—; a5 =—
2 3 4 5

Rendezve a sorozat képzési szabalyat
m—1na,=—nm—1)ap_1+n(n—2)a,
Uj sorozatot bevezetve
b, = nay,
by =0=1
(TL — 1) bn = —bn,1 + nbn,g
Index 1éptetést végrehajtva

(n - 1) [bn - bn—?] - bn—2 - bn—l
(n - 2) [bnfl - bn73] = bnf?; —bno

30



Feladatok vegyesen (oldjuk meg ,barmi aron és modszerrel”) Megoldasok

3[b4—b2]:b3_b2
Z[bg—bl]:bg—bl

Mivel az utolsé egyenlet jobb oldala nulla (by = by = 1), ezért a balis (by = by = 1 = by)
és ez végigfut az egyenleteken, azaz

10. na, =22n— Da,—1; n>2; a3 =2
Igazoljuk, hogy a sorozat egész szamokbol all.

(Feladat: KOMAL, 1995/mdjus, Gy.2992)

A sorozat elemeit szdmolva: a1 =2; ay =6; a3 =20; ay =70; a5 =252
Index 1éptetést végrehajtva

na, = 2(2n — 1)a,_1
(n—1Day—1 =2(2n — 3)an_o
3@3 =2-5- as
2&2 =2-3- aq
Egyik sor sem nulla, 6sszeszorozva és rendezve

nla, =2""1-3-5-...-(2n— 1)ay

Rendezve a sorozat képzési szabalyat

135 (2n—1)

n = n!-n!
o 1:(1-2):3:(2:2):5:(3-2)...- 20— 1) (2n)
" n! - n!
(2n)!
In =

2
an:(n); n € NT
n

Ez pedig egész.
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Feladatok vegyesen (oldjuk meg ,barmi aron és modszerrel”) Megoldasok

1
11. a, = 5 (3an,1 ++/ba?_; — 4) o on>2 ar=1
[gazoljuk, hogy a sorozat egész szamokbol all.

A sorozat elemeit szdmolva: a1 =1; as =2; az =5; ay =13; a5 =34
Rendezve a rekurzios Osszefiiggést

1
an =3 (San_l +4/ba2_; — 4)

2a, — 3an_1 = 1/0a;_; —4
4a? — 12a,a,_1 +9a>_| =5a |, — 4
4a2 —12a,a, 1 +4a_, = —4
{4@2 — 12apan_1 +4a2_, = —4
46?2 | —12ay 10,9 +4a%_5=—4; n>3
4a2 —4a2 5 +12an_1ap_o — 12a,a,_1 = 0
(an — an_2) (4ay, + 4a,—o —12a,,1) =0
Ap = 3Ap_1 — Qp_o; N >3

Ez azt mutatja, hogy ha a sorozatban van két egyméas utani egész szam, akkor a

kovetkezs is egész, azaz innent6l minden szam egész. Az adott sorozat elsé két eleme
egész, tehat a sorozat minden eleme egész szam.

12. an:3an_1+\/8aifl—8; n>2 a =1

Igazoljuk, hogy a sorozat egész szdmokbol all.
(Feladat: Szoldatics Jozsef)

A sorozat elemeit szamolva: a1 =1; ay =3; az =17; ay =99; a5 =577
Rendezve a sorozat képzési szabalyat

ap — 3,1 = 4/8a%_; — 8
2 2 _ g2
a, — 6anan_1 +9a;,_; =8a;_; — 8
2 2
a, — 6an,an—1 +a,_; = —8

Index 1éptetést végrehajtva

2 2 _
a; — 6anan_1 +a;_; = —8
2 2 _ _gQ.
a;_, —6an_1ap_2+a;_o=-8 n=>3
2 2
a, — Ay _o+ Qp_10p_o — 6a,0p—1 =0
(an - an—Q) (an + ap—2 — 6an—1) =0
ap =060, 1—ap_9; N>3
Ez azt mutatja, hogy ha a sorozatban van két egymaéas utani egész szam, akkor a
kovetkezs is egész, azaz innent6l minden szam egész. Az adott sorozat elsé két eleme
egész, tehat a sorozat minden eleme egész szam.
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Feladatok vegyesen (oldjuk meg ,barmi aron és modszerrel”) Megoldasok

(Ap—1+1); n>2; ap =0

(Feladat: Csorba Ferenc, Kvant)

Rendezve a sorozat képzési szabalyat

n(n—1)
(n+2)(n+1)

m+2)(n+Da,=n(n—1)a,_1+n(n—1)
(n+2)(n+1)2na, = (n+1)n*(n—1)a,_ +n’ (n®—1)

ap = (a'n—l + 1)

A jobb oldal masodik tagjat kifejtve
(n+2)(n+1)°na, = (n+1)n>(n—1)a,_1 +n* —n’
Index 1éptetést végrehajtva

(n+2)(n+1)°na, = (n+1)n>(n—1)ap_q +n* —n?
n+Dn*(n—1Dap1=nn—-170n-2)ano+ n—1"=(n—-1)"

5-4%2.3a3 =5-4%-3a3 =4-3%-2a, + 3* — 32
4-32.200=4-3%.205=3-2% - 1a; +2* — 22

Osszeadva és rendezve

(n+2) (n+1)*na, = 12a1+ii4—ii2: 12a1+ii4—ii2
i=1 i=1

=2 1=2

(n+2)(n+1)2nan=12a1+”(”+1)(2n+1)(3”2+3n—1) (1) @2n+1)

30 6
2 R—
:12a1+n(n+1)(2n+1) 3n* + 3n 1_1 _
6 5
1) (2 1 2 _
:12a1+n(n+ ) ( n+33(3n +3n—6) _
:12a1+(”+2)<”+1)?O(n—1)(2n+1)
(n+2)(n+1>2nan:(n—|—2)(n+1)7;0(n—1)(2n+1)
(n—1)(2n+1) .
a 10(n+1) n e
Qp—1

14. a, =a,_1 +4

(Feladat: Szoldatics Jozsef)
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Feladatok vegyesen (oldjuk meg ,barmi aron és modszerrel”) Megoldasok

A sorozat elemeit szamolva: a; =2; ay =8; az =18; a4 =32; a5 =50

Ap = G_1, + 4 5 +2>0
Rendezve a sorozat képzési szabalyat
Ap = Qpq + 4 1 | o
2
Gp, ap—1 (p—1
L 2 1
2 2 * 2 *

Q
3

@
7
—

a’n

—=n

2

a, = 2n>

20,1 — 4
15. a, = n-l o n>2; ap=1
(p—1
A sorozat elemeit szdmolva: a1 =1; ao =—2; a3z =4; a4 =1; a5 =—2

Tehat a sorozat periodikus, ezért
2017=3-672+1

ago17 = a; = 1

16. a, =9+6y/a1 +ax+...+an—1; n=>2; a=1
(Feladat: Szoldatics Jozsef)

A sorozat elemeit szdmolva: a; =1; ay =15; a3 =33; as =51; a5 =69
A sorozat elemeit vizsgalva

ap=94+6va;+as+...+a,1>9 n>2

Rendezve a sorozat képzési szabalyat

ap, =9+ 6ya; +as+ ... +a, 1
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Feladatok vegyesen (oldjuk meg ,barmi aron és modszerrel”)

Megoldasok

ap, —
6

a, — 9 2
6 :a1+a2+...+an_1

9
:\/a1+a2+--~+an71

Index 1éptetést végrehajtva

Ap = Gp_1 + 18; n>3
Index léptetést végrehajtva
ap = Gp_1 + 18
(p—1 = Qp_y + 18
as = as + 18

a3:a2+18

Osszeadva és rendezve

a, = as+ 18(n —2) = 18n — 3; n>2

A sorozat elemeit szdmolva: a; =15; as =35; az =85; ay =135; a5 =185

A sorozat elemeit vizsgalva

an, =25+ 10/ay +as + ... + a,_1 > 25;

Rendezve a sorozat képzési szabalyat

an:25—|—10\/a1+a2—}—...—|—an,1

a, — 25
10

:\/a1+a2—|—...—|—an_1
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Feladatok vegyesen (oldjuk meg ,barmi aron és modszerrel”) Megoldasok

an, — 25 2
10 =a1+as+ ...+ a1

Index 1éptetést végrehajtva

an, — 25 2

10 =a;t+ax+...+an1
w1 — 252

(all—O) =a1+ay+...4 ayp_o; n>3

a, — 25\ 2 a1 —25 2+
= | — Qp—
10 10 !

a, —25\%  [a,1+25\°
10 N 10
ap — 25  ap_1+25

10 10
ap = Qp_1 + 5O; n>3

Index 1éptetést végrehajtva
ay, = ay—1 + 50
(p—1 = Qp—3 + 50

a4:a3+50
a3:a2+50

Osszeadva és rendezve
a, = as + (n —2)50
a, = 50n — 65; n>2

2 2
18. %ZM; n>4 a=ay=az=1
Ap—3
(Feladat: KOMAL, 2001/dprilis A.265)

A sorozat elemeit szdmolva: a1 =1; ay =1; a3z =1; ay =2; a5 =5
Rendezve a sorozat képzési szabalyat
2 2
R
py = ————
Qp—3

2 2
Anln—3 = Q4 + Ap_9

Index 1éptetést végrehajtva

— 42 2
ApnQn—3 = Qa4 + Ao
2 2
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Feladatok vegyesen (oldjuk meg ,barmi aron és modszerrel”) Megoldasok

ApQp—3 — Qp—10p—g = a
2
Apln—3 +a, 3 =a

Ap—3 (an + an—S) = Qp—1 (an—l + an—4)

Index léptetést végrehajtva

ap—3 (ap + ap—3) = ap_1 (An_1 + an_4)
An—g (An—1 + An—s) = Q2 (Ap_2 + Gp_5)
an5(@n_o+ an_5) = an_3(an_3+ a,_¢)
A6 (An_3 + an_6) = Qp_g (Qp_yg + ap_7)

as (ag + az) = as (a5 + ag)

as (as + az) = a4 (ag + aq)
Egyik sor sem nulla, dsszeszorozva és rendezve

asas (an + Gp_3) = Ap_10y_2 (as + a1)
ap = 3Ap_10n—2 — Gp_3 n =95
Ez azt mutatja, hogy ha a sorozatban van harom egymas uténi egész szam, akkor a

kovetkezs is egész, azaz innentSl minden szam egész. Az adott sorozat els§ harom
eleme egész, tehit a sorozat minden eleme egész szam.

19. z = \/—3+4\/—3+4\/—3+4\/—3+4x

Oldjuk meg az egyenletet!
(Feladat: KOMAL, 2002/oktéber B.3579)

3
Legyen a; = x (x> é_l>’ és a, = /—3 + 4a,_1.
Megoldand6 a as = a; egyenlet.

Ha z = 1 vagy x = 3, akkor nyilvanval6, hogy megoldas.

3
Ha1§$<1

r=a <1
da; < 4
—3+4a1<1

\/—3+4CL1<1

as < 1

azaz minden a; < 1,
és a; > /=3 + 4a; = ay, hiszen a3 — 4a; + 3 > 0.
Ezekbél kovetkezik, hogy

1>a; >ay>a3>a4 >a5 > ...
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Feladatok vegyesen (oldjuk meg ,barmi aron és modszerrel”) Megoldasok

Hal<zxz<3

l<z=a; <3
4 <4da, <12
1< -3+4a:<9

l1<v—-34+4a; <9

1<ay <3

azaz minden 1 < a; < 3,
és a; < /=3 + 4a; = ay, hiszen a3 — 4a; + 3 < 0.
Ezekbdl kovetkezik, hogy

l<a<as<az<ag<as<...<3
Ha3 <z

3<r=a
12 < 4a4
9<—-3+4a
3<V-3+4a

3 < as

azaz minden 3 < a;,
és a; > /=3 + 4a; = ay, hiszen a3 — 4a; + 3 > 0.
Ezekbél kovetkezik, hogy

apL>0ag > a3 > Qg > G5 > ... > 3

Osszefoglalva, csak o = 1 vagy = = 3 a megoldas.

Megjegyzés
Ha n gyokot alkalmaztunk, azaz az a,, = a; egyenlet megoldasat keressiik, akkor is erre
az eredményre jutunk.

1 1
20. a, = —
1- Ap—1 1 + ap_1

A sorozat periodikus. Mi lehet az els6 elem?
(Feladat: KOMAL, 2003 /februdr B.3620)

Rendezve a sorozat képzési szabalyat

1 1
Ay = —
1- (p—1 1+ an—1
2an—1
Ay = ——F5—
1—ap_,
a; = thé
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Feladatok vegyesen (oldjuk meg ,barmi aron és modszerrel”) Megoldasok

2t
as = ga2 = tg2a

1 —tga

2tg?2
3 = 5 205 = tg40&

1 —tg*2

2tg2" 2
= &9 _ te2" o

Ha periodikus, akkor

ap = an
tga = tg2" o
2" o =a+kr, keZ
k
Tl

21. ap = 4a,_1 — 3a,_s és a1 < ay pozitiv egész szam. Igazoljuk, hogy ass > 3%3.
(Feladat: KOMAL 2004 /szeptember B.3750)

Rendezve a sorozat képzési szabalyat

ap = 4a,_1 — 3ap_2

Up — Qp—1 = 3Ap—1 — 3p_2
Index léptetést végrehajtva

ap — p—1 =3 (an—l - an—2)
p—1 — Ap—2 = 3 (an—Q - an—S)

Ap—2 — Ap—3 = 3 (anf?) - anf4)
a4—a3:3(a3—a2)
a3 — Ao :3(a2—a1)
Egyik sor sem nulla, 6sszeszorozva és rendezve

Un — Ap_1 = 3" % (ay — ay)
an =3""?(ag —ay) + ap_y >3- 14+0=23""
a, > 32
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Feladatok vegyesen (oldjuk meg ,barmi aron és modszerrel”) Megoldasok

n

22. a, = Qp_1 —

(Feladat: KOMAL 2006 /janudr B.3874)

n
n S (n+1)!
n—+1 1
In = n=1 = n+1)!  (n+1)!
1 1
Ap = Qp—1 — —'+ (7’L+1)'
Index 1éptetést végrehajtva
1 1
n = Gn-1 7o) * (n+1)!
1 1
It =2 2T T
1 1

Osszeadva és rendezve

Ay
nol n>2; ap =1

23. ap = ——m;
AR R

1
Hany olyan tagja van a sorozatnak, amelyik nagyobb m—nél?

(Feladat: OKTV 1.)

Rendezve a sorozat képzési szabalyat

— an_l
tn = 26Ln_1 +1
1 2a,,+1
G_n B an—1
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Feladatok vegyesen (oldjuk meg ,barmi aron és modszerrel”)

Megoldasok

24.

Index 1éptetést végrehajtva

Osszeadva és rendezve

A feladat kérdésére valaszolva

1
— =24+
G, (p—1
1 1
_:2+
Gp (p—1
1 1
=2+
Ap—1 Apn—2
=24 =
as as
1 1
_:2_|__
(05} aq
—=2n—-1)+—=2n-1
Qp, ay
1
T on 1
1o
T on =17 100
2n — 1 < 100
<1()1
TS0

Tehat az elsé 50 elemre teljesiik a feltétel.

Ap = Qp-1 + n2:

n > 2;
Hany 5-tel oszthato szdm van a sorozat els§ 100 tagja kozott?

(Feladat: Orosz Gyula)

CL1:]_

A sorozat elemeit szamolva: a1 =1; as =5; az =14; a4 =30; a5 =55

Nézziik az osztasi maradékok sorozatéat:

mi =1, mo=0;, mg=4; my=0; ms =0, mg=1; my; =0

és ez ismétlGdik, ugyanis

Msry1 = 1

Mskr2 = 1 + (5k + 2)
mskrs = 0+ (5k + 3)
Mskra = 4+ (5k + 4)?
Mskrs = 0+ (5k +5)?

2

2

Igy 20 - 3 = 60 ilyen szam van.
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Feladatok vegyesen (oldjuk meg ,barmi aron és modszerrel”) Megoldasok

(Feladat: Orosz Gyula)

A sorozat elemeit szamolva: a; =1; ay =7; az =29; a4 =103; a5 =341
Rendezve a sorozat képzési szabalyat

Gy = 3Ap_1 + 2"
a, + 2" =3¢, ;+ 2"+ 2" =3q, ; +3-2"
an + 2" =3 (an_1 +2")

Index léptetést végrehajtva

an + 2" =3 (ap_; +27)
Ano1+2" =3 (an_a +2"7")
Anos + 2" =3 (ay_5 +2"77)

a3+24:3(a2+23)
a2+23:3(a1+22)
Osszeadva és rendezve

an + 2" =31 (ay 4 2%)

a, = 5. 3n—1 - 2n+1

(Feladat: Orosz Gyula)

Megoldva

P —r—6= = nmn=-2r=3
ap = Cy - (=2)" 4+ Cy - 37
a1 =C14+Cy=0
as = —201+3Cy, =1

1 1
Ci=—2; Ch=-<
1 5) 2 5
1
a, = _g . ( 2)n—1 + 3n—1
3n71 — (=2 n—1
L)



Feladatok vegyesen (oldjuk meg ,barmi aron és modszerrel”) Megoldasok

(Feladat: Orosz Gyula)

Karakterisztikus egyenlet
2= 4+2=0 = rm=14ir,=1—1

Ezt felhasznélva , )
1—2: n_1  1+2¢
an = — (1+4)" +

2

(1—i)"

28. a4y =Qp1 —Qp2+Qp—3, N>4; a1 =1 ax=2; ay=2; air ="
(Feladat: AD, 1985 )

ar=1,a=2;a3=2; a4 =1, a5 =1, ag=2; ar =2; ag =1
Periodikus a sorozat, tehat asgir = a1 =1

20 Qp—10n—2

1
LAy = n>3 a = - a9 =
" 3an,2 — 2an,1, -7 ! 27 2

(Feladat: NMMV, 1992)

o 1 1
A sorozat elemeit szamolva: a1 == as :§; as :5; ay =
Rendezve a sorozat képzési szabalyat
Ap—10pn—2
an =
3an—2 - 2an—1
1 3an_2 - 2CLn_1

ap Qp—10n—2
1 3 2

G Ap—1 Ap—2
Uj sorozatot bevezetve
1
b, = —
Qnp,
by =2
bg - 3
bn = 3bn—1 - 2bn—2
Megoldva
by =2"""+1
Ezt felhasznalva

1
n>2

an:m; Z
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Feladatok vegyesen (oldjuk meg ,barmi aron és modszerrel”)

Megoldasok

31.

(Feladat: Orosz Gyula)

Index léptetést végrehajtva

2
an—l
Ay —
Ap—2
_ 2
ApQp—2 = an—l
_ 2
UpQp—2 = A, 1
.2
Ap—10pn—3 = an_Q
2
as5a3 — &Z
apo = CL%
asa; = CL%

Egyik sor sem nulla, 6sszeszorozva és rendezve

a10p = Ap—10a2

Ez egy mértani sorozat

ap = 20,1 + 3bn—1
bn = 3ap—1 + 2bn—1

a, = 2; as = 4;
bl = O, bg = 6,
Az els6 egyenletb6l

n > 2;
as = 26,

ap = 2, b1 =0
a, = 124
by =126

ap = 20,1 + 3by—1
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Feladatok vegyesen (oldjuk meg ,barmi aron és modszerrel”) Megoldasok

3b, = api1 — 2ay,
Ezt felhasznalva a mésodik egyenletbe

b, = 3a,-1 + 2b,_1
3b, = 9a,,_1 + 6b,_4
Apy1 — 20, = 9a,_1 + 2 (an, — 2a,-1)
Qni1 = 4a, + da, 1

Ay = 40,1+ 5ay_o
Ugyanezt kapnank a b,, sorozatra is, azaz
by, = 4b,—1 + 5b,—2
A rekurzids Osszefiiggést megoldva
rP—4r—-5=0 = rn=—1;,1r9=25
A megoldva kapjuk, hogy

ay = (_1)71—1 + 5n—1; bn — 5n—1 . (_1)n—1

= 4a, 420,
gg. JU0n T 1T S 2 b =1
bn = dap_1 — 3bn71
(Feladat: Orosz Gyula)
ap = 1; as = 2 as = 24, ay = 68

Az els6 egyenletbdl

ap = dan—1 + 2bn—1
an,1 = a, — 4a,1

2b, = ap+1 — 4a,
Ezt felhasznalva a méasodik egyenletbe

b, = ba,_1 — 3b,_1
2b, = 10a,,_1 — 6b,,_1
apy1 — 4a, = 10a,_1 — 3 (a, — 4a,_1)
Apt1 = Gp + 22051

(p = Qp_1 + 220, 2
Ugyanezt kapnank a b, sorozatra is, azaz

bn = bn—l + 22671—2

45



Feladatok vegyesen (oldjuk meg ,barmi aron és modszerrel”) Megoldasok

A rekurzios Gsszefiiggést megoldva

rP—r—22=0 = 7

A megoldva kapjuk, hogy

e () () () ()

178 2 178 2

y _ [(=89+17vB9\ (14 V89 ”_1+ 89— 17v80) (1-+v89\""
" 178 178 2

33. na, = (2n—2)a,—1 — (n—2)a,_2; n>3; a; = 5; as =4
(Feladat: Szoldatics Jozsef)

Rendezve a sorozat képzési szabalyat

na, = (2n —2)ap_1 — (N —2) a,_2
Nap, —Nay—1 = (M —2)a,_1 — (n—2) @y

n(a, —an_1) = (n—2)(an_1 — ay,_2)
Index 1éptetést végrehajtva

n(a, —an_1) = (n—2)(an_1 — ay_2)
(n—1)(an-1 — an-2) = (n—3) (@2 — Ap3)

(n—2) (an-2 — an-3) = (n —4) (@n—3 — Ap_4)

4 (ay —a3) =2 (az — as)
=1

3 (a3 - 0,2) (ag — al)
Egyik sor sem nulla, 6sszeszorozva és rendezve

nn—1)(a, —an_1) =2 (az — ay)

2
p — Qp] = ————
! n(n —1)
2
Qp = Qp_] — —F——
Yoan—1)
2 2
Qp = Ap—1 — -
n—1 n
Index léptetést végrehajtva
2 2
Ay = Qpg — —— + —
n—1 n
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Feladatok vegyesen (oldjuk meg ,barmi aron és modszerrel”) Megoldasok

2 n 2
Ap_1 = Qp_o —
! 2 n—2 n-—1
2 . 2
Ap_9 = Qp_3 —
2 T n—3 " n-2
2+2
as = ay — — + —
3 275713
2+2
as =a; — — + —
S "
Osszeadva és rendezve
ap =01 — 2+ —
n
2 3 2
0, =3+ 2 =217 e N*

34. ap=an 1 —a’ ;3 n>20<a; <1;
Bizonyitsuk be, hogy a? + a3 +a3+...4aj <1

(Feladat: KOMAL, 1998 /oktober Gy.3246)

Up = Qp_1— a2 | = ap_1 (1 —a,_1); ezért 0 < a, < 1.
Rendezve a sorozat képzési szabalyat

_ 2
Qp, = Qp—1 — Q4

Qp—1 — Qp

Index léptetést végrehajtva

2
A = A — Qg1

Ap_o = Qg2 — Qg1
ag = Q9 — 43
a; = a1 — ag
Osszeadva és rendezve

a%%—ag—i—...—kai:al—akﬂ<a1<1; ke Nt

5
+6- =5 n=4 a=1 a=2% a=j

(Feladat: Szoldatics Jozsef)
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Feladatok vegyesen (oldjuk meg ,barmi aron és modszerrel”) Megoldasok

Rendezve a sorozat képzési szabalyat

ap Ap—3
+6-
Ap—2 Ap—1

ApQp—1 + 6an—2an—3 = 3p_1Gp—2

=5

Vezessiink be 1j sorozatot
by, = anGnyi1
by = ajae = 2
by = agas =5
b, = bb,_1 — 6b,,_2
ennek megoldasa

bn — 2n—1 + 3n—1
Index léptetést végrehajtva

14+1=aa9
24 3 = asas
22 4+ 3% = azay
2% + 3% = aqa;

—1 —1
2" 4+ 3" = apang

Ha n = 2k
109 - a3y - ... Agk—1A2) — (]. + 1) (2 + 32) (22k 2 + 32k 2)
QAo20a3 - Ay0ay * ... A2k—202k_1 — (2 + 3) (23 + 33) e (22k 3 + 32k 3)
aaz, (2+3) (2°+3%) .. (2% P43 ) = (1+1) (22 4+ 37) ... (2% 2+ 3%?)
B (1+1) (22+32) ) (22k 2+32k 2)
G2k = (21 3) (25 + 3%)... (22k=3 1 32%—3)
Han=2k+1
a1as - Asy * ... Agk—_1A2L — (1 + ].) (22 + 32) . (22k_2 + 32k_2)
A20a3 * Ay05 ... - A2k A2k+1 = (2 + 3) (23 + 33) e (22k_1 + 32k_1)
a1 (1+1) (22 4+3%) ... (2272 +3%72) = (24 3) (22 +3%) ... (221 + 3°)
24322 43%). (2 43
A2k+1 = (1+1)(22432)... (2262 1 32h-2)
( n=1
n =2
22 +32 - 22]472 + 32k72
( ) n=2k; k>2

. 22k71_’_32k71

M=) n=2k+1; k>1

) ( )

) (23 + 33) o 222]{‘3 + 32k3;
) ( )

) ( )
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Melléklet

4. Melléklet

4.1. A feladatok megoldasa soran hasznalt 6sszefiiggések

Z, nn+1) n?’+n
i= =
2 2

2,2 nn+1)(2n+1) 2n*+3n2+n
1 = =
6 6

2_3 n?(n+1)7%  nd+2n3 +n?
T = =

2 4

ZZ_4 n(n+1)2n+1)(Bn?+3n—1)  6n°+15n* + 100 —n
B 30 B 30

s n2(n+1)?@2n2+2n—1) 208+ 6n° + 5n® — n?

— 12 12
~ o nn+1)2n+1)(Bn*+6n* —3n+1) 60" +21nS 4+ 21n° — TR +n
.t 12 - 12
—~ . n?(n+ 1)* (3n* + 603 — n? — 4n + 2) _3n® 120" + 14n® — Tnt + 2n?
ot 24 N 24
“~ o n(n+1)2n+1)(5n° +15n° 4+ 5n* — 150 —n? +9n — 3)
;Z N 90 N
~10n” 4 45n° + 60n" — 42n° 4 20n° — 3n
B 90
Ny 2+ 1)’ (mP4+n—1)2n' +4n® —n? —3n+3)
;Z - 20 N
B 2n10 + 10n° + 15n® — 14n5 + 10n* — 3n?
20
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Melléklet

4.2. ,Sima” szdmtani sorozat rekurziv kezelése

Index léptetést végrehajtva
Qp = Qp—1 + d
ap—1 = ap—o+d
as = as + d
as = a1 + d
Osszeadva és rendezve
anp=ay+d-(n—1)
4.3. ,,Sima” mértani sorozat rekurziv kezelése
Index léptetést végrehajtva
Qp = dp—1 ¢
ap—1 = Ap—2 * (¢
ag = az-q
az = ay - q

Egyik sor sem nulla, 6sszeszorozva és rendezve
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Melléklet

4.4. Masodrendd, a,, = ¢;-a,_1+ ¢ a, o homogén rekurzié megoldasa

ar =17, as =17; a,, = bay_1 — 6a,_o

4.4.1. Generator-fiiggvény modszerrel

f(x)=ay+ax +azz® +agx® +- - +apa” —1+---

Hasznaljuk ezt a konkrét sorozatra:

f(z) = a + apx + azr? + a2t - apr" — 14
50f (x) = 5ayx + 5agx® 4 Sasx® + Sagrt + - 4 Saya" 4 - -
62°f () = 6ay2® + 6asx® + 6aszr? + 6az® + -+ + 6a,x" + 14 - -

A képzési szabalyt figyelembe véve:

f (@) (1 =5z +62%) =a; + x (a2 — 5ay) + x° (a3 — 5as + 6a;) +
.. _I_ In_l (an — 5an_1 _I_ 6n_2) _I_ P
f (@) (1 =5z +62%) =a; + x (as — 5ay) = 7 — 18

7 — 182
f(x>—1—5x+6x2

Parcialis tortekre bontva

f (@) 7— 18z 4 3

1—hr462 1-2r 1-3z

=4 (1+20+2%> 4+ 2%+ 42" " ) 4
+3(1+3z+3%2%+ 32+ 43" " ) =

=(4+3)+x(4-243-3)+2°(4-2°+3-3%) +
+...+x"—1(4.2”—1+3.3”—1)+...

Egyiitthatot azonositva:

ap=4-2""143.3"1=2.2" 4 3"

4.4.2. Karakterisztikus egyenlettel
Keressiik a megoldast a, = C - ¢"~! alakban! Ekkor:
C«.qn—l :5'C‘qn—2_6‘0.qn—3
¢* =5q—6
¢* — 5q+ 6 =0

Itt q=2 és q=3 is megoldas.
A végleges megoldést keressiik e két megoldas linearis kombinaciojaként:

Ay — Cl : 2n—1 + 02 . 3n_177,

{7:01+02

:>C1:4,02:3
17 =20, 4 3C,

a, =2-2"4+3"
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Melléklet

Ha megegyeznek a gyokok

Legyen a1 = 1; ay = 5; a, = 4a,_1 — 4a,_»
Megoldva a két gyok egybeesik (=2). Ekkor sorozatot keressiik

a, = Cl . qn—l +n- 02 X qn—l — qn—l (Cl + n02)

Konkretizalva:

1=0C1+C, 1, 3
{5:201+402 FG="50=3
A sorozat igy:
1 3
= =5 2nt 4 3" 2" = (3p —1)2"2

02



Melléklet

. a-ap-1+0b X
4.5. Periodikus, a, = ————— alakti sorozatok
C-Qp_1+d
A sorozat képzési szabalyat alkalmazva azt akarjuk, hogy a,, = @, ynoss- legyen igaz minden
elemre.

4.5.1. Peridodus hossza = 1

Feltétel: a=d; b=c=0
Példa:

4.5.2. Periodus hossza = 2
Feltétel: a +d =0

Példa:
an,1—|—3
e 4, = ——
2&71,1—1
8
= a1:5;a2:§;a3:5:a1;...
1
= a = —2 (12:—5; a3 =—2=ay; ...
2an_1—|—5
e 4, = ——
7an_1—2
= a1:5;a2:ﬁ;a3:5:a1;...
= a = -2 a2:—1—6; a3 =—2=aq; ...

4.5.3. Periodus hossza = 3
Feltétel: a? +ad + d?> +bd =0

Peélda:
an_l—l
® 0, = ——
7an—1+2
N 5 4 11 5
a1 = 90; Qg = ——, A3 = ——, A4 = = Qi ...
1 ) 2 3717 3 3]%‘:7 4 1
= a1:—2;a2:z;a3:—g;a4:_2:a1;,”
a/n—l_3
.an:—
anfl_‘_l
1
= G1:5;a2:§;613:—2;a4:5:a1;...
1
= G1:2;a2:—§;a3:—5;a4:2:a1;...
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Melléklet

2an_1 —4
o q, = ———
7an_1 +4
2 24
= a;=25; CLQZE; agz—ﬁ; ay =95 = ay;
= 2 4 L 2
ay ; @2 5 as 1 aq 1
4.5.4. Periédus hossza = 4
Feltétel: a? + 2bc + d?> = 0
Példa:
Ap—1 — 1
o q, = ——
Ap—1 +1
= 5) 2 L 5 5)
ai ; a2 3, a3 157 4 127 5 1
= a1:—2;a2:3;agzi;a4:—§;a5——2:a1;
Qan_l -1
o q,=—
4an_1 + 2
N 5 9 1 11 5
ay ; a2 99’ as 20’ Q4 18 5 1
1 3
as = —2 = ay;

5
= a3 = -2 CLz:é; a3=§; a4:—1—0;

4.5.5. Periddus hossza = 5
Feltétel: b2c? + be(3a® + 4ad + 3d?) + (a* + a®d + a*d® + ad® + d*) = 0

Példa:
an_1+\/2 —5
® 4, =
CLn_1—|—1
5 5 — 445 5—5
= a1:5;agzi—;a3:9\/5—20;a4:—11\/_;a5:\/_2 ;
ag=5=ay; ...
5+4 9v/5 — 20 3—2VH
= =-2 ay=T7-2V5; a3=\/_+ ;a4=\/_—; a5=—\/_;
11 5 3
a6=—2:a1;...
V20 —6
e 0, = ———
an_1+2
_ - 2v/5 — 6 49+/5 — 119 25v/5 + 23
_r. _ : _ s — — :
ai ; @2 7 ; as 11 ; W4q 59 )
2v/5 - 16
a5:T; ag=9=40a; ...
= a=-1;a=2V/5-6; a3=—V5—1; as=V5—1; a5 =4 — 2V5;
a6:—1:a1;...
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