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R —
Forrasok

o Erben Péter

e Pataki Janos

o Berzsenyi: Erben Péter, Krivan Bélint, Nemecskd Istvan
e Youtube

o Néhdany sajat gondolat
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R —
Motivacid

Mi értelme van matrixokat, linedris algebrat specmaton tanitani?
Néhany ok:
@ Nagyon sok helyen hasznaljuk a matematikdban és a
természettudomanyokban.
o Erdekes (bar ez szubjektiv).

o Absztrakcid, strukturalis gondolkodds.

e Kivédeni az egyetemi oktatas hibait.
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-
Egyetemistak tapasztalata

Problémak

e Nagyon gyors.

° Erthetetlen, hogy miért azok a definicidk, amik (vektortér,
matrixszorzas, determindns).

e ,,Elmény": sok mechanikus szamolas.
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o
Kezdés - LER

Linearis egyenletrendszer

Mar kilencedikben felmerul. Alaposabban én tizedikben targyalndm.
Versenyt hirdetek LER megoldasra.

Eredmény: Ismeretlenek kikuszobolése.

Mit lehet csindlni az egyenletekkel, hogy ne vdltozzon a megolddsok
halmaza? Mit akarunk latni a végén?

Ismét verseny.

Eredmény: Az ismeretleneket nem akarjuk allanddan kiirni. Kapunk
egy szamtdblazatot és csak azt akarjuk manipuldlni.
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o
Kezdés - LER

Linearis egyenletrendszer

Gauss-eliminacié: tisztan algebrai megkozelités. (Heves vita, hogy mi
a hatékony megoldas.)

Az ismeretlenek és egyenletek szdmanak kapcsolata a megoldasok
szamaval. 9 lehetOség.

.,Varosi legenda” tisztdzdsa: ebbdl csak egy van, ami lehetetlen.

Els6 nekifutdsra én itt megallok.
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-
Egyéb ismeretek

Kozben megtanulunk ezt-azt:
e Vektorok

e Koordindtageometria
o Skaldrszorzas
o Geometriai transzformacidk

e Fuggvények
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Linearis egyenletrendszer 2.

Nézzik meg, hogy most milyen médszereink vannak a megolddsra.

Q Ismeretlenek kikiiszobolés

@ Egyenl6 egyutthatdk

@ Gauss-eliminacié

© Koordindtageometria
Egy kétismeretlenes linedris egyenlet egy egyenes egyenlete.

Ha kettd van, akkor ezek egymashoz képest milyenek lehetnek? Mikor
hany megoldas van?
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R —
Tobb ismeretlen

Ha tobb ismeretlen van, akkor mit jelent egy linedris egyenlet
geometriailag?

Mar ez is nehéz.

3 valtozé esetén ez egy sik.

Mit jelenthet egy egyenletrendszer bal oldala?

Az (x1, X2, ..., X,) pontot ,elviszi" egy masik pontba.

Gondolhatunk ra egy (elég specidlis) geometriai transzformacidként is.
Akdr lgy is, hogy a tér pontjaira vektorként gondolunk. Mit jelent
ebben a kontextusban a teljes egyenletrendszer?

Hogy keressiik egy adott pont inverzeit.
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-
Fuggvény két dimenzidban

Vegyiink egy egyenletrendszert.

2x+y =3
x—3y=5

Mi lesz most Dy és Ry ebben a fliggvényes szemléletben?
Mitol fligg? Mikor nem az egész sik az R¢?

Feladat: az egyenlet matrixaban a sorvektorok pontosan akkor
parhuzamosak, amikor az oszlopvektorok.

Ha programot kellene irni, akkor mi lenne az IF argumentumaban?
PI. albz — 32b1 =0.
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R —
Geometriai transzformacidok

A sikbeli geometriai transzformaciok is hasonldak.
Van itt valami kapcsolat? Prébaljunk az eddig ismert
transzformacidkhoz ilyen , fuggvényeket” taldlni.

o Tukrozés a koordinatatengelyekre.
e Kozéppontos tiikrozés

o Tukrozés az y = x egyenesre

e Forgatas

e Kozéppontos hasonlésag

e Forgatva nyljtds

o Tikrozés tetszoleges egyenesre.

o Eltolds
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R —
Miveletek

Hogyan kapom meg két ilyen , fliggvény” Osszegét, vagy
valamelyiknek a 2-szeresét?

Ha a tér (sik) ponjaira vektorokként gondolok, akkor ebbdl adédik,
hogy mi legyen az 0sszeadds és a A-val valé szorzas.

Ezen a ponton elég erdltetett motivacié a matrixok osszeaddsdra és
skalarral valé szorzasdra.
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Matrixszorzas

Akar fuggvényként nézzik a LER-t, akdr geometriai
transzformacidként tekintiink a matrixokra, felmeril, hogy
komponalhatunk ilyeneket. Vagyis megnézhetjiik, hogy mikor értelmes
két ilyet egymds utan elvégezni, és mi lesz az eredo.

2x 4y 3x =2y \ _ (3(2x+y)—2(x—3y)\ _
(x - 3y) ° (—x+4y) - <—(2x+)/) +4(x — 3y)) N
_ ((3 24+ (=2)-1))x+(3-1+(-2)- (—3))y)
(1) -24+4-)x+((-1)-1+4-(=3))y
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Matrixszorzas

Ebbdl a véltozdk ismét elhagyhatdk:

345 D)-(5 50 tyas)
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Még egyszer a két dimenzid

Nézziik a kordbbi egyenletrendszert:

2x+y =3
x—3y=5

Nézhetjik ezt ugy is, hogy

(1) (5)-6)

Vagyis fel kell bontani a vektort adott irdnyd komponensek Osszegére.
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Egyenletrendszer matrixos alakja

Ha megemésztettiik a matrixok szorzasat, akkor az ismeretleneket egy

X, a jobboldalakat egy Boszlopvektorba ,,tomoritve”, az
egyutthatdkat a Gauss-eliminaciénal haszndlt A matrix alakba irva

roviden az egyenlet:
AX = b.

Akar dgy is gondolhatunk egy LER-re, hogy kerestink vektorokat,

amiknek meg van adva a skaldrszorzata bizonyos vektorokkal. Vagyis
meg van adva a merdleges vetiletiik bizonyos vektorokra.
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R —
Gauss-eliminacié matrixokkal

Sorcsere
010 1 2 3 4 5 6
1 00 4 5 6|=1123
0 01 7 8 9 7 8 9
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Gauss-eliminacié matrixokkal

Skalarral szorzas

1 00 1 2 3 1 2 3

010 4 5 6]l=(4 5 ©

00 A 7 8 9 A 8\ 9
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R —
Gauss-eliminacié matrixokkal

Egyik sor skalarszorosanak kivonasa egy masikbol

1 00 1 2 3 1 2 3
-2 10 4 5 6|=|(4-2-15-2-2 6-2-3
0 0 A 7 8 9 A 8\ D)
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R —
Gauss-eliminacié matrixokkal

Inverz és megoldas Ha az eredeti egyenletrendszer matrixa

négyzetes, és az alakja:
AV = b,

illetve az eliminacié soran a |épéseket az Eq, E, ..., E, matrixok
reprezentaljdk, akkor

E,-Eyq1-...-E,-A=1,

vagyis
Al'=E, E_, ... -E.

Juhdsz Péter (Rényi Intézet) Métrixok bevezetése 2017. jdlius 6. 20 / 27



Paralelogramma tertilete

Probléma: Szdmoljuk ki a sikban az i és v vektorok altal kifeszitett
paralelogramma teriletét.

Jeloljiik a teriiletet A(d, v)-vel. Mit tudunk?

(d,d)
Q A(\d,V) = A(d, \V) = MA(4, V).
(d,v+w) = A(d, V) + A(d, w).
ki ebbol? Ezt akartuk?
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Paralelogramma tertilete

Ha A negativ, akkor az el6z6ek miatt A értéke negativ is lehet. Ennél
tobb is igaz:
A(d, V) = —A(V, d).
Hiszen
0=A(d+V,u+V)=A(Uu)+ AV, V)+ A(u, V) + A(V, d)
Ebbdl pedig az elsé két tag 0.

Ezen a ponton vitathatd, hogy j6-e valamire a negativ teriilet.
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Paralelogramma tertilete

Mennyi A(a1i + byj, axi + boj) értéke?
Az eddigiekbdl ez mar kovetkezik, hiszen

A(ari+bij, asitboj) = A(aii, bii)+A(aui, baoj)+A(a2j, bri)+A(a2, boj).-
Ebbdl az els6 és az utolsé tag 0, vagyis marad

A(ali, bz_]) + A(azi, bl_]) = albzA(i,j) + 32b1A(j, I) = 81b2 — 32b1.
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R —
Paralelepipedon térfogata

Legyen A(d, Vv, w) harom térbeli vektor dltal meghatarozott
paralelepipedon térfogata.

r1+r2+r3
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R —
Paralelepipedon térfogata

Mit tudunk?
Q A(i,j,k)=1.
Q@ A(d,u,v)=A(d,v,u) =A(V,u,d)=0
Q A(\d,v,w) = A(u,\v,w) = A(d, vV, \w) = NA(d, v, w)
Q A(d,v,w+Z2)=A(u,v,w)+ A(d, v, Z)
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R —
Determinans

Mennyi A(a1i + bij + cik, axi + boj + ok, asi + bsj + c3k) értéke?

Az eddigiekbdl ez is kovetkezik, hiszen ez egy 27 tagu Osszeg, de
ebbdl 21 értéke 0, mert van benne legaldbb két egyforma vektor.
Marad az a 6, amiben i, j és k egyarant megjelennek.

A(ali, bgj, C3k) + A(ali, Czk, b3_]) 4+ ...+ A(Clk, sz, agi)

Latszik ebbdl a Sarrus-,,szabaly” és a kifejtési tételes szamol3as is.
S6t, ebbdl a permutdcids definicié is kiolvashatd.

Juhdsz Péter (Rényi Intézet) Métrixok bevezetése 2017. jdlius 6. 26 / 27



Koszonom a figyelmet.
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