Valahol mar lattam...
Erd 6s Gabor, Batthyany Lajos Gimnéazium, Nagykanizsa

Ha valaki irodalomrdl akar beszélni, kell, hogy een néhdny verset. Ha valaki térténelemmel
akar foglalkozni, vannak események, amel§ekudnia kell. Ha valaki matematikai feladatokat
akar sikeresen megoldani, vannak olyan alapfel&gatoiknek megoldasi ttletét ismernie kell. Az
eléadason hét ilyen alapfeladatot mutatok be, majéamgihozza kapcsolodo olyan feladatot, ame-
lyek megoldasa az alapfeladatnéal megtanult otlkiihéagyon nehéz. Sem az alapfeladatok, sem a
hozzajuk kothet feladatok valogatasanal nem térekedtem a teljességan nem is lehet.6keg
azért nem, mert biztos nem hét olyan feladat vamnek az ismerete nélkil nem lehet a siker re-
ményében elmenni példaul egy versenyre. Sokkal édiniel. Kivanom mindenkinek, hoggwtse

a kort akkorara, amivel tanitvanyai mar sikeresdletnek.
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Megoldas Ezt a feladatot kdzépiskolaban nagyon sok tanarimélja, eésorban a teljes indukcié
tanitasara. JO a feladat ébla szempontbdl is, hiszen ha megnézink néhanyekiezsetet, akkor

Elss alapfeladat:Mennyi a kbvetkeZ 6sszeg értékel:%JZ +

elég hamar kialakulhat a sejtéstag esetén az 6sszeg érté#r-%i' Fontos azonban megjegyezni a
kovetkesdt. Ha mondjuk egy hetedik osztalyos r4jon erre dneajt alkalmazva kozli, hogy a feladat
eredménye%, akkor ez nagyon szép teljesitméfilet de nem teljes értékmegoldas. A sejtést

ugyanis bizonyitani kell. Na de hogy lehet egyilyejtést bizonyitani? Leginkabb teljes indukcié-
val. Ne de egy hetedikéstelvarjuk, hogy hasznaljon teljes indukciot? Nesmd sincs efil, de ha
nem bizonyit egy sejtést, attdl még akdrmekkora amregoldas ésen hianyos! Hogy van reménye
akkor mondjuk egy hetedikesnek? Ugy, ha ismeriestéopos dsszegek technikajat, melynek be-
mutatdséara én ezt a feladatot szoktam hasznalnziKénost a megoldast ezzel az eszkdzzel.
c 1 2-111 1 32 11 1 4-3 1 1, . .
Eszrevehetjik, hogp—=—+-=-"-—-, —=——=--- —=——==--—"€s igy tovabb.
1@ 1I»p 1 2 2B 2B 2 3 34 34 3 4
En itt mondjuk egy hetedikessel szemben tennékeaggdményt, nem varnam el, hogy az altala-
nos tag felirdsaval igazolja ezt az 6sszefliggésthyilvan az lenne a tokéletes megoldas. Ezeket az
atalakitasokat végezzik el mindegyik torttel, igsoaetkest kapjuk:
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Azt hasznaltuk ki, hogy minden zardjel masodik dagk az ellentettje szerepel a kovetkearojel
els) tagjakeént, igy 6sszeguk nulla, ezek ,kiesnek”. iegyvidebb lesz a kifejezés, mint egy telesz-
kép, amikor 6sszenyomjuk, végill csak ad eldréjel el§ és az utolsd zaréjel masodik tagja marad.

Feladat: Melyek azok an egész szamok, amelyek(r?l*2 —1) EQSZ - ])[(] Vi jD..Eﬁnz— ). négyzet-
szam, ha tudjuk, hog# <n<100?

A feladat egy atfogalmazasa a Kenguru-verseny 2&d®-10. osztalyos 24. feladatnak.
Megoldas:Hasznaljuk fel a két szam négyzetének kilonbség#ratkoz6 azonossagot:
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=1020{3EE. (n- 3n- ) Cn+ 1
A kbzép$ nagy zarojelben talalhatdé szamok négyzetszamokoAhhogy az egész kifejezés éertéke



négyzetszam legyen, arra van szilkség, hogy a téies szorzata, vagyi$D?Dh[Qn+]) IS négy-

zetszam legyen. Mivel azés am+1 szomszédos szamok, igy relativ primek, igy ikeggyzet-
szam kell legyen, a masik egy négyzetszam fele.ifAmtidjuk, hogy négyzetszam fele nem lehet
paratlan, mert egy négyzetszam 4-gyel osztva ndrmateéttit maradekul. Vagyis a két szomszédos
szam egyike egy pératlan négyzetszam, amelynelk eggimszédja egy négyzetszam fele. Elég
tehat a 9, 25, 49 és 81 szamok szomszédjai kozgkenesni, melyiknek a kétszerese négyzetszam.
A nyolc szadm kozul két ilyent talalunk: a 8 kétsmar 16, valamint az 50 kétszerese 100n Arté-

ke tehat csak 8 vagy 49 lehet.

Feladat: Add meg a kovetkéyz 63 tagu 0sszeg értékét olyan kdzonséges tortajaban, amely
tovabb nem egyszésithed!
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1 1+2 1+2¢3 % 23 4 1 2 8 + 63
Mennyi lesz ebben a tortben a szamlalé és a esmmzata?

A feladatot Dr. Bencze Mihdly javaslata alapjaiztiik ki idén, az 5-8. osztalyosok Ill. Nemzetkdzi
Magyar Matematikaversenyén, Kecskeméten, ez volbsztalyosok 2. forduldjanak 3. feladata.

niin+1
Megoldas:Tudjuk (példaul a kis Gauss maédszerével), hbg@+...+n :y.

irjuk be ezt mindegyik tort nevégbe, majd bvitsiik a torteket 2-vel, végul emeljiink ki 2-t. A
feladatban szereplisszeg ezen atalakitasok utan igy fog kinézni:

1 1 1 1
K=2—+ + +..+
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A tortek mindegyike felirhato két tort kilonbségekééldaul— = ——=—

3% 34 3 4
A zéardjelen bellli 6sszeg minden tagjat bontsuleftlfelhasznélva.

LI

Eszrevehetjiik, hogy (az utols6 zarojelet kivévendegyik tort, amely valamelyik zardjelen beliil a
masodik helyen all minuszdégdllel, az szerepel a kdvetkezardjelen belul az elshelyen plusz
eldjellel. Ha a zéarojeleket felbontjuk, akkor ebben (agnevezett teleszképos 0sszegben szinte

minden tag kiesik, csak az élplusz és az utols6 minusdjeli tag marad meg— K1 1_63

1 64 64

tehat K :ZGS:?Z. Mivel a 63 és a 32 relativ primek, igy ez a tiér nem egyszésithet, a

szamlalo és a nevészorzata pedig3[B2= 2016
Feladat: Oldjuk meg a kdvetkdzegyenletet, ha 2-nél nagyobb természetes szam:
JHLA : J1+_1+_1 on |t L 200 &+ )
2 F F F (x—1)2 x? 2

A feladat a 2015/16 évi matematika OKTYV II. kategéhan az elg fordulo 5. feladata volt.
Megoldas:Ugyesebb nyolcadik osztalyosokkal mar elvégezlaet utolsd, altalanos tagban a gyok
alatti kifejezés kdzo6s nevéze hozasa, majd tovabbi atalakitasok utan a gyéti difejezés egy

2
teljes négyzet1+L2+i2 = 1+—1 . Ezt mindegyik tagban kihasznalva, majd a gyok-
(x-2)* X (x-1)x

vonast elvégezve az 1-esek 0sszrge, hiszen ennyi tag van, a tértek 6sszege pedig:
11+1 1111++1 1 1 1 x- .
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Az dsszegzésre ezUttal is a teleszkdpos Osszegmtdituk. A teljes indukcids bizonyitas nehézsé-
ge az el tag hianya volt, igy a képlet megsejtése nehexzelibmint az alapfeladat esetében. Az
egyenlet megoldasa innen mar konnyedén befejgzaehegoldasc=2017

Masodik alapfeladatAdott aze egyenes és az egyenes egyik oldaldA az aB pontok. Szerkesz
szUk meg azt aABC haromszdget, amelynekGcslcsa ae egyenesen van, és az ilyen tulajdon-
sagu haromszogek kdzul a legkisebb a kertlete!

Megoldas:A feladatot igy szoktam elmesélni, 6. osztalybanikar a tengelyes tikrézést tanitom:
Piroska eldonti, hogy elmegy nagyihoz, és visz meli csokor virdgot. De a legszebb virag a pa-
takparton terem, igy lesétal a partra, majd onnagyna nagyihoz. A patakparton mindenhéhek

a viragok. Hova menjen, hogy a leggyorsabban oelaéjnagyihoz? Fontos: ne egy vodor vizet
vigyen, mert akkor egy elég nehéz s@éttek-feladatot kaptunk, hiszen a teli vodorrel emdbb
menni, mint az Uressel! Visszaddes helyett fénytéréshez vederroblémat generalunk, amelynek
a megoldasa altalanos iskolai szinten nagyon nefsézk
TukrozzUk aB pontot aze egyenesre, jeloljuk a tukor-
képetB’-vel. Mivel a tukrozés tavolsagtarto, igy az
egyenes barmely pontj@-vel és B’-vel 6sszekotve
ugyanolyan hosszU szakaszokat kapunk. Ez viszdnt az e
jelenti, hogy azA-bdl aze egyenes valamely pontjan at
B-be vezai toréttvonal hossza ugyanakkora, mintAaz

bol aze ugyanazon pontjan atei-be vezet térottvonal
hossza. Ebll viszont az kdvetkezik, hogy a keres€tt

pont nem mas, mint aAB’ egyenes és ag egyenes
metszéspontja. Gyakori, hogy a gyerekek versengen e 4
mar természetesnek veszik, pedig ezt illik megielel B

indokolni. Példaul igy: lassuk be, hogy haeaegye-

nesnek az ébb definialt C-tél kilénbdz D pontjat valasztjuk, akkor a haromszdg kerilete na-
gyobb lesz. Hasznaljuk ki, hogy a haromszog-edgiamség miatt azAB’'D haromszégben
AB'< AD+ DB'. igy AC+CB= AC+ CB= AB< AR DB= AB DI (Az AB szakasz hossza
minden esetben szerepel a kerlletben, igy ezzelfoglalkoztunk.). Még egy modszertani meg-
jegyzés: a feladatban egy torottvonal hossza sektrexe ilyen jelledi feladatokban gyakori torek-
vésunk, hogy ezt a torottvonalat megprobaljuk keswpsiteni. Ezt érdemes kihangsulyozni. Fontos-
nak gondolom, hogy a tanar emelje ki egy megolfidédat kapcsan, mit tart fontosnak, megjegy-
zésre erdemesnek a latott otlet@kl® cél az, hogy az ilyen jellég cimkézett memorizalas a gye-
rekek sajatjava valjon.

Feladat: Legalabb mekkora egy olyan trapéznak a keriletéymak alapjai 10 cm é€s 20 cm hosz-
szlak, magasséaga 12 cm?

Megoldas:Legyen azAB alap hossza 20 cm,2C alapé pedig 10
cm. HUzzunk parhuzamost@ ponton at azAD oldallal, ennek
metszéspontja a&D-vel E pont (ami egyébként éppen AB fele-
zépontja). Mivel az alapok hossza ismert, a szarakzegenek a
minimumat keressik. MiveEC = AD= d, igy a keresetb+d
nem mas, mint agCB torottvonal hossza, igy val6jaban visszave-
zettik a feladatot az alapfeladatra, tehat hasatj@khaz ott latott D 10
Otletet. Ez azt jelenti, hogh+d> EB'. Az EB’ szakasz hossza
pedig kiszamolhaté Pitagorasz-tétel segitségévetBR’ derék-

. o s y ,_ _ . . d
szodi haromszogbenEB' =107 + 12 = 2€ cm. A trapéz keriile-
tének minimuma 56 cm.

Erdemes felhivni a figyelmet arra, hogy trapézngkgri trikk
hogy vagjuk szét egy paralelogrammara €s egy hamnes.
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Feladat: Hatarozd meg a# (x) =/ —2x+ 37+ ¥ - 8x+ 41 fuggvény minimumanak helyét és

ertékét!

Megoldas:Végezzik el a gyokjel alatt a teljes négyzett@észitést: y
F(x)=(x-0) +6 +(x-4°+ 5. 61 ¢A(1:0)

Mindkét gyokos kifejezés egy négyzetdsszeg gyoke, eamlékeztet a 9

Pitagorasz-tételre. Olyan, mintha egy derék8zd@romszog atfogojat

szamoltuk volna ki. Masképpen megfogalmazva: olyamtha két
pont tavolsagat szamoltuk volna ki a koordinatadszerben. Valoban,

ha A(L6) és P(x0), akkor AP=,/(x-1)°+6, ha pedigB(4;5),

B(4,5)

akkor PB=/( x- 4)2 +5 . Ekkor f (x) értéke nem mas, mint #&PB

torottvonal hossza, ahél ésB rogzitett pontP pedig azx tengely tet-
szleges pontja. Keressuk a torottvonal hosszanak rmmuaimat. Ez
nem mas, mint az alapfeladat, figspninimuma azAB’ szakasz hossza, B'(4;-5)

amely Pitagorasz-tétellel szamolwAl30. Az x értéke kiszamolhaté = T
hasonlosagok segitségével is, de aégfeksl fliggvenyt korabban tanitjuk. Két pontbdl irjigt an-
nak a linearis fliggvénynek az egyenletét, amelyeg§inazA és aB’ pontokon. A meredekség koz-

. 11 , , " . . L
vetlendl Ieolvashato,—g. Kihasznalva, hogy athalad Azponton, a figgvény hozzarendelési sza-

balya g(x) S x+39. Ennek a zérushelyg=§ = 2—7, Ami nem mas, mint  pont el$ ko-
3 3 11 11

ordinatdja, vagyis akzfliggvény minimumhelye.

Feladat: Legyen azABC haromszO¢AB oldalanak egy tetgteges bel§ pontjaP. Hatarozzuk meg
a Q ésR pontokat ugy, hog® aBC, R a CA szakasz befspontja legyen, és az igy kap&QR
haromszdog kerllete minimalis legyen!

Megoldas:Mivel ez az anyag elsorban ma-
tematikatanarok részére készil, csak a gondo-
latmenetet ismertetem, nem a teljes megoldast.
Tukrozzik aP pontot aBC és azAC egyene- ‘
sekre, ezzel a keresett haromszdgeket ,kihap”.--~
togattuk”. Allitas: aP’P” szakasz kimetszi a
keresettQ és R pontokat. Hasonlitsuk 0ssze
ugyanis az edl kulonboz PST haromszog
kerlletét aPQR haromszdog keriletével. &i-

bi egyenb a P'STP” torottvonal hosszaval,
utobbi pedig &P’'P” szakasz hosszaval, amely
nyilvan kisebb. B
Mely P pontra lesz ez a kertlet minimalis? MiveP = CP'= CP', tovabba &P’P” egyenb szaru
haromszog szarszdge AZB sz6g kétszerese, vagyis allando, igy'R” szakasz hossza, vagyis a
PQR haromszdg kerllete akkor lesz minimalis,@R hossza minimalis, vagyis Haa magassag
talppontja. Belathato, hogy ekk@ ésR is a magassagok talppontjai, igy a hdromszogteéidam-
szogek kozul az ugynevezett talpponti haromszoglétsr a legkisebb.

Harmadik alapfeladatEgy 5 egység élhosszusagu fakocka fellletét pirfestfiik, majd a lapjait
val parhuzamos sikokkal 1 egység élhosszusaguddkékra daraboljuk. Az igy kapott kockak
koézul hanynak lesz 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 piros lapja?




Megoldas:Nyilvan 6, 5, 4 lapja egyik kis kockanak sem legpg A piros lapok szama maximum
3, ez azokra a kockakra igaz, amelyek eredetilegigy kocka csucsainal voltak, vagyis ezek szama
8. A piros lapok szama akkor 2, ha a kis kockamalg él mentén helyezkedett el, de nem a csucs-
nal. Egy él mentén 3 ilyen kocka talalhato, tovahlkckanak 12 éle van, vagyis az ilyen kis koc-
kak szama 0sszesen 36. Egy piros lapja azoknak kokkaknak van, amelyek a nagy kocka feltle-
tén, de nem is az éleknél és nem is a csucsokitakviMinden lapon3CB= 9 ilyen kocka talalha-

to, igy mivel a kockanak 6 lapja van, dssze§éB= 54 ilyen kis kocka talalhaté. Végul O piros
lapja az eredetileg a nagy kocka belsejében elhledg kis kockaknak van. Ezekhez hozzajutunk,

ha a nagy kocka kiflsrétegét lefeijtjiik, igyd® = 27 ilyen kis kocka van. Ellgirzés: dsszesen nyil-
van 5° =125 kis kocka van, é8+ 36+ 54+ 27= 12F

Feladat: Azonos mérét kis kockakbdl egy nagy kockat készitettiink, majdisejét zoldre festet-
tuk. Amikor a festék megszaradt, Ujra szétszedtiagy kockat. 24 olyan kis kockat talaltunk,
amelynek pontosan két oldala lett zéldre festvenyHayan kocka van, amelynek nincs z6ld oldala?

A feladat a www.microprof.hu internetes tesztveyéarszerepelt, az idei majusi feladatsorban az
5-6. osztalyosok 27. feladata volt. A folytatashdronlapon is olvashaté vazlatos megoldast ismer-
tetjik. A felhasznalok részére minden 5 pontosi&tlmegoldasa elérhét

Megoldas:A szétvagas utan a kis kockaknak 0, 1, 2 vagy 8 ldjja lehet. Azoknak van 0, ame-
lyek a kocka belsejében voltak, azoknak lesz 1 yakevalamelyik lapon, de nem az élek mentén
voltak. Azoknak lesz 2, amelyek valamelyik élnélykekedtek el, de nem a csucsnal, végul azok-
nak lesz 3, amelyek valamelyik csucsnal talalhakdikel a kockanak 12 éle van, és most 24 olyan
kocka keletkezett, amely eredetileg valamelyik éntén helyezkedett el, igy minden él mentén 2
ilyen kocka volt, a két olyan kocka kozo6tt, amelgikagy kocka valamelyik csucsanal volt. Vagyis

ha a kis kocka élhossza 1 egység, akkor a nagyakogktehat a nagy kockH = 64 kis kockabol

all. Ha ersl lefejtjilk a kil$ réteget, amin vannak zold lapok, akkor 2jy= 8 kis kockabol allo
rész marad, ennek a 8 kis kockanak nem lesz zpja. la

Feladat: Petinek van 4 fehér és 23 zdld (szlh cm élhosszusagu kis kockaja, amelygklaz
O0sszeset felhasznélva) a lehdegtobb napon keresztll minden nap 0sszerakotteggy3 cm
elhosszusagu kockat. Az egyetlen feltétel az wolbsszerakasra, hogy semelyik nap sem készithe-
tett olyan kockéat, amelynek fellletén ugyanannygyaétcentiméter a zold stiterlletek egyittes
nagysaga, mint valamelyik korabbi napon. A éleckat majus elsején rakta 6ssze. Melyik napon
készitette az utolsét?

A feladatot Juhasz Nandor javaslata alapjénttik ki idén, az 5-8. osztalyosok Ill. Nemzetkéed M
gyar Matematikaversenyén, Kecskeméten, ez volosz€lyosok 1. forduldjanak 3. feladata.
Megoldas:Fehér kockabdl van kevesebb, igy egylazbra nagy kocka felliletén a fehér részek te-
ruletével foglalkozni, hiszen ha az minden nap kbt lesz, akkor a zdld részeké is. Ha egy fe-
hér kocka a nagy kocka sarkahoz keril, akkor ainkpja latszik. Ha az egyik él kbzepénél all,
akkor 2 lapja latszik. Ha valamelyik lap kozepénalkor 1 lapja latszik, végul ha a kocka kdzepén
all, akkor egy lapjat sem lehet latni. Nevezzublgthtasban az egyszseg kedvéert az @b em-
litett tipust kockakat rendre sarok-, él-, lap-béssy kockdknak. A legkevesebb fehér lap akkor
latszik, ha az egyik fehér kocka hielksocka, a masik harom pedig lapkocka, ekkor a téatfehér
lapok szamallD+ 3[1= 2. A legttbb fehér lap pedig akkor latszik, ha 4éiebarokkockat haszna-
lunk, ekkor a lathat6é fehér lapok szamaB=12. Ezek szerint a fehér lapok szama legalabb 3 és
legfeljebb 12, tehat 10-nél tébb napon keresztitblsan nem lehet megvaldsitani a tervet.

Ahhoz, hogy 10 napon keresztil valéban meg is kdresaldsitani a tervet, még azt is be kell latni,
hogy a fehér lapok szama minden 3 és 12 kozotszgééket felvehet. Edsnap rakjuk ki a legke-
vesebb fehér lapot ado6 elrendezést. Masodik napmeish kockéat rakjuk at lapkockava, igy méar 4
fehér lap lathatd. A kovetkéz napon mindig egy lapkockat helyezziink at élkeékégy minden
nap 1-gyel noveljuk a lathat6 fehér lapok szamébdn a négy napban rendre 5, 6, 7, 8 fehér lap
lathatd. A négy utolsé napban pedig mindig egy &itab rakjunk at sarokkockava. Ezen napokon
igy rendre 9, 10, 11, 12 fehér lap lesz lathatéi.rR&jus 10-én készitette az utolsé kockat.



Feladat: Egyforma mérdt kis kockakbol egy 3x3x3-as kockéat

ragasztottunk 6ssze. A kis kockak kozul 15 feketg 12 pedig i E ﬁ m E
fehér. A jobb oldali abran a kocka 5 lapjat latbtklyik a kocka

hatodik lapja?

A) H B)H C)ﬂ D)m E)H

A feladat idén szerepelt a Kenguru-versenyen, kavb8.osztalyosok 30. feladata.

Megoldas:Az 6t lap kdzul a harmadik és az 6todik nem ledmtmszédos, mivel a harmadiknak
minden csucsanal fekete kocka van, az 6todiknetowmitsnincs két szomszédos csucsa, ahol fekete
kocka van. Ezek a lapok tehat egymassal szembenelesHogy lehet ezeket a lapokat az élb-

ran lathaté laphoz illeszteni? A harmadikat csddaloldalahoz, az 6tddiket meg a jobb oldalahoz.
A fel nem hasznalt két lap kdzil legaldbb az eggikmindharom eddig hasz-

nalt lappal szomszédosnak kell lennie. De csak sodik illeszthei oda, az

abran lathaté modon (alulrdl). A valaszok kozllkags az E jdlt lehet a ko-

zép$ laphoz felllél hozzailleszteni, mindkét esetben a koZélappal szem-

ben elhelyezhéta még fel nem hasznalt negyedik lap. Megszamalletgy a sarokkockak kézul

6 fekete, az €l mentén talalhatd kockak kozil ®teka lapok kézepén lé kozil pedig 4 bizto-
san fekete. Ez eddig mar 15 fekete kocka, azazriéhblehet. Kbvetkezésképpen a test kdzepén is,
tovabba a kérdezett lap kdzepén is fehér kockthtdld tehat a két versenyben maradt valasz kézil
az A lesz a helyes.

Negyedik alapfeladaBBizonyitsd be, hogy egy trapéz atldéinak metszép@s egyik szara ugyan-
akkora tertildgt haromszéget hataroz meg, mint az atlok metszéspémta masik szar!

Megoldas: Egészitsiik ki mindkét haromszoget az atlok és waligknalap altal alkotott harom-
szdggel. Az igy kapott hdromszdgek alapja és magass megegyezik, igy teruletik egyeritl-
véve beble, amit hozzavettiink, egyéiklis maradnak.

Feladat: Bizonyitsd be, hogy az abrédkon szirkével és fekéiélolt terliletek egyetk!

JOU AL e

Megoldas:Az el dbran kossiik 6ssze a fekete négyszog alapokofi telicsait. Ha itt kettévag-
juk a trapézt, mindkét felén hasznalhatjuk az almofat eredményét.

A masodik abran a kisebbik fehér négyszéggel etgiizki 6ket. Olyan haromszogekhez jutottunk,
amelyeknek a terilete egyarant a paralelogramnidetének a negyede. Mashogy: a paralelog-
ramma bal fel$ és jobb also csucsat 6sszekdtjik egy atloval blo&d@sszekotjuk a két felgzon-

tot is. Utdbbi parhuzamos azéebvel és fele olyan hosszu, mert kbzépvonal. Ekkseat egy
trapézt kaptunk, amire alkalmazhatjuk az alapfdélatsgoldasat.

A harmadik dbran a fehér haromszdget hozzajuk adk@mazhatjuk az k6 abranal leirt els
megoldast.

Feladat: Adott egy trapéz. Az egyik szaranak félpantjan at szerkessziink olyan egyenest, amely
a trapéz terlletét felezi!

Megoldas:Ez a feladat kivalé példa arra, athiaz egész D c
eléadas sz6l. A megoldas szinte reménytelen, ha atebla /

adatot nem ismerjuk! Osszuk felGE szakasszal a trapézt
egy paralelogrammara és egy haromszdogre. LeGyalCE
felezspontja. FG kozépvonal felezi a paralelogramma teru-/ P

letét, GB sulyvonal pedig a haromszogét. Ez azt jelenti,
hogy azFGB toréttvonal felezi a trapéz teruletét. Ezt kelleg




ne kiegyenesiteni egifP szakassza. Az kellene, hogy a szirke haromszdideter amivel a
torottvonal alatti részt csokkentjik, megegyezzéekatével, amivel ugyanezt a részt megndéveljuk.
Az alapfeladat alapjan a két terilet egydrksz, ha=BPD egy trapéz. Hat akkor legyen az! Vagyis
a szerkeszté$:B-vel hizzunk parhuzamo&tn at, ahol ez metsziBC szarat, ott lesz B pont.FP

a keresett teruletfelészakasz.

Feladat: Az ABCD konvex négysz6® csucsan at parhuzamost huzunkAg&zatléval. Ez az egye-
nes aBC oldal C-n tuli meghosszabbitdsBtpontban metszi. Bizonyitsd be, hogy ABE harom-
sz6g és ABCD négyszog terulete megegyezik!

A feladat 8. osztalyosok részére volfikite a Varga Tamas Matematikaverseny megyel forthulg;
Megoldas:Mivel DE ésAC parhuzamosak, ezért ACED négysz6g
egy trapéz, amelyre igaz az alapfeladat allitaagyig a fekete és
szurke haromszdogek teriilete egyemrlzazt,,, =t.c -

Mivel t o =t ooy tlene tOVabbat,,.p =t eentt o VaQYIS az

ABCM négyszog tertletéhez egyik esetbee M C, masik esetben a
vele egyert terileti AMD haromszog tertletét vesszik hozza, ezért
az igy kapott alakzatok is egyéreriletiek: t o =t ,ocp-

D

A B

Otodik alapfeladatMennyi a2 hatvany értékének utols6 szadmjegye?

Megoldas:A 2 hatvanyainak utolsé szamjegyei periodikus satazadnak, melynek periddusa 4,
hiszen az utolsé szamjegyek rendre 2, 4, 8, 6, 8, 8, 2, ... Mivel a 2016 oszthato 4-gyel, igy a
vizsgalt hatvany utolsé szamjegye 6.

Tobb tényt érdemes — tobb ilyen feladat vizsgaldéa — ebsiteni a gyerekekben. Az egyik az,
hogy az utolsé szamjegy, valamint a paros-pardatllsidonsag nem mas, mint osztasi maradék. A
masik, hogy a hatvanyok osztasi maradékai barnedynmal osztva kénytelenek periodikusan is-
métibdni, egyrészt mert véges sok maradék van, masnésut minden maradék meghatarozza a
kovetkedt. Utdbbihoz persze igazolni kellene, hogy 6sszegzbrzat maradéka nem mas, mint a
maradékok 6sszege, illetve szorzata (mpdez 7-8. osztélyban j6 algebrai gyakorl6 feladenj-
nek legalabb van valami célja, de kisebbekkel igthatjuk, teriiletekkel okoskodva. Es egy har-
madik, emlitésre és &sitésre érdemes tény: ha a feladatban szerepelagyyszam, akkor kezdjuk
kis esetekkel a vizsgalatot, vegyilink észre szakartytprobaljuk bizonyitani, majd alkalmazzuk.

Feladat: Lehet-e egyeil két egymast kovétegész szam szorzataaif™ +1?

Megoldas:A 3 hatvanyainak utols6 szamjegyei is négyes daegt mutatnak: 3, 9, 7, 1. Mivel a
2015 négyes maradéka 3, igy a hatvany utolsé sggmjg az 6sszegé pedig 8. Mivel két egymast
kovet egész szam szorzatanak utolsé szamjegye csaka@y® lehet, 8 pedig nem, igy a feladat-
ban szerepl 6sszeg nem lehet két szomszédos egész szorzata.

Feladat: Egy sorozat etstagja 4, a masodik 6. A harmadiktél kezdve mintinaz elzének és az
azt megeizének a hanyadosa. Mennyi a sorozad @816 tagjanak dsszege?

Megoldas:Szamoljuk ki a sorozat élsiéhany tagjat: 4, 62 i é :2)’ 4, 6, ... Mivel két tag, a 4

€s a 6 ismaidott, és két tag meghatarozza a kdveikegy a sorozat periodikus, a periodusanak a

hossza 6. Egy peridduson belll a tagok bssz%z%geMivel 2016= 3341¢, ezért az ets 2016 tag

336 periddust alkot, ezért az @016 tag bsszegé36E]13—;= 868



Feladat: Melyek azok az egyjedy 1-nél nagyobb pozitiv egész szamok, amelyekkehatked
2016 + 52017+ 62018

42017 + 52018+ 62019 .

tort nem egyszésithet:

A feladatot Dr. Bencze Mihaly javaslata alapjaiztiik ki idén, az 5-8. osztélyosok Ill. Nemzetkozi
Magyar Matematikaversenyén, Kecskeméten, ez @olosztalyosok 2. forduldjanak 3. feladata.
Megoldas:Mivel a szamlalé és a neveis paratlan, igy paros szdmmal biztosan nem ledpsze-
rasiteni a tortet, elég a paratlan szamokat vizsgalni

Nézzlk el8ként a 3-at. A 6 hatvanyai oszthatok 3-mal, igyeléméasik két hatvanyt vizsgalnunk.
Mivel a 4-nek a 3-as maradéka 1, igy minden hatwasy maradékot ad 3-mal osztva. Az 5 hatva-
nyainak 3-as maradékat vizsgalva megallapithatjagy a paratlan kitéyi hatvanyok 2, a parosak
pedig 1 maradékot adnak. Ez a 4 hatvanyairdl eloibakkal egyttt azt jelenti, hogy a szamlalé
oszthatdé 3-mal, a nevéziszont nem, mert 2 maradékot ad. Ha viszont @&zemem oszthatd 3-
mal, akkor nem oszthat6 9-cel sem.

Vizsgaljuk az 5-tel valé oszthatésagot. Az 5 hayedwszthatok 5-tel, igy elég a 4 és a 6 hatvanyait
vizsgalnunk. A 6-nak az 5-6s maradéka 1, igy mirttemanya 1 maradékot ad. Az 4 hatvanyainak
5-6s maradékét vizsgalva megéallapithatjuk, hoggratfan kitewji hatvanyok 4, a parosak pedig 1
maradékot adnak. Ez a 6 hatvanyairdl elmondotta&@glitt azt jelenti, hogy a nevienszthato 5-
tel, a szamlalé viszont nem, mert 2 maradékot ad.

Mar csak egy lehéségiink maradt, a 7, vizsgaljuk a 7-es maradékdkétparatlan kitegs hatva-
nyai 6, a parosak 1 maradékot adnak, vagyis a siéioan 1, a nevében 6 az ott szerepl6-
hatvany 7-es osztasi maradéka. A 4 hatvanyainakmagadékai harmasaval isnééhek (4, 2, 1),
igy a szamlaldban szerépt-hatvany 7-es maradéka 1, a nében szerepké pedig 4. Az 5 hatva-
nyainak 7-es maradékai pedig hatoséaval isidagk (5, 4, 6, 2, 3, 1), igy a szamlaléban szérgpl
hatvany 7-es maradéka 5, a nédmn szere@lé pedig 4. Mivel a kapott maradékok 6sszege a
szamlalébanl+ 5+ 1= 7, a nevedben pedig4d+ 4+ 6= 14 ezért mindkett oszthaté 7-tel, igy a
tortet 7-tel lehet egysazisiteni. Azt pedig mar korabban lattuk, hogy magllragyobb egyjedy
szammal nem.

Hatodik alapfeladat:Bizonyitsuk be, hogy egy haid tarsasagban vagy van harom olyan ember,
akik kolcsbnosen ismerik egymast, vagy van haroyarolember, akik kdzil semelyik ké&them
ismeri egymast!

Megoldas:Az Ggynevezett Ramsey-problémakor alapfeladataogitinazva: ha egy 6-csucsu tel-
jes graf éleit 2 szinnel szinezzlk, akkor van eigyisdromszdg. Vegylink egy tetézges csucsot.

Az eblBl induld élek kozil van legalabb 3 egyforma $izimondjuk piros. Ha ezek végpontjai ko-
zul kettt piros él kot dssze, akkor van piros haromszogmiveden él kék, akkor pedig egy kék

haromszog. 5 pontra van ellenpélda, ezért a megfRamsey-szanR(3;3) = 6.

Feladat: Bizonyitsuk be, hogy hat tetdeges irracionalis szam kdz6tt mindig van haromanly
melyek kozul barmely kethek az 6sszege irracionalis!

Megoldas:Legyenek a csucsok a szamok. Kdztlk fusson pirolsaéhz 6sszeg racionalis, és kék,
ha irraciondlis. Ha belatjuk, hogy nincs piros masadg, akkor igazoltuk, hogy van kék.

Indirekt bizonyitjuk, hogy nincs piros haromszéggyuk fel, hogy van piros haromszég, melynek
csucsai ax, y, zirracionalis szamok. Ekkox+y, y+ z és z+ x mindegyike raciondlis, ezért az-

tan (x+y)+(y+ 2-( z+ ¥=2 yis racionalis. De ekkoy is racionalis lenne, ami ellentmondas.

Feladat: Adott a sikon 6 altalanos hely#igbont (semelyik harom nincs egy egyenesen). Tudjuk
még azt is, hogy a pontparok kozti tAvolsagok péankilonbddek. Tekintsik az dsszes harom-
szoget, amit a pontok meghataroznak, és az egyembadgek leghosszabb oldalara irjunk gy
betit, a legrovidebbre pedig egybetfit. Bizonyitsuk be, hogy lesz olyan szakasz, ametyésr
befit is irtunk!



Megoldas:Legyen piros egy él, habetit irtunk ra, kilénben kék. Minden haromszdgnek heay
hosszabb oldala, igy nincs kék haromszdg. Ezérpiras, vagyis olyan, amelynek minden oldalara
h beti kerllt. De ennek is van legrovidebb oldala, arfaser beti is ker(lt.

Feladat: Egy tiz ©s tarsasagban barmelyik harom ember kdz6tt vamligan, akik ismerik egy-
mast. Bizonyitsuk be, hogy a tarsasagban van négy @ember, akik kozul barmelyik kéttsmeri
egymast! Mi a helyzet ®§ tarsasag esetén? E<8 farsasag esetén?

Megoldas:A kérdés azR(4; 3) ertéke: ha nincs kék haromszdg, akkor hany pomgazl hogy van

piros teljes négyes klikk? (Vagyis 4 csucsu tetgszgraf.) 10 pont esetén vizsgaljunk két esetet.
Ha van olyan csucs, amelyidbminimum 4 kék él indul, akkor ezek végpontjai kttzcsak piros él
futhat, ami egy teljes négyes. Ha nincs ilyen pakkor minden csucsbdl max. 3 kék él indul, va-
gyis min. 6 piros él indul. Tekintsik a végpontgtikAz ebzé feladat miatt ebben van egysiin
haromszdg. Mivel ez nem kék, igy piros. Ez a kisAlatt ponttal egy piros négyes. Ha 9 pont van,
akkor a bizonyitas edsfele nem valtozik. A masodikban azt kapjuk, hogynaenhonnan min. 5
piros indul. De nem indulhat mindenhonnan pontdsamert paratlan sok csucs van. Van, ame-
lyikb6l min. 6 indul, igy befejezhéta bizonyitas. 8-ra van ellenpélda, pl. nyolcszZibgnelezésben

minden cstcshol mutasson kék él a két szomszéghazsEemkoztinezR(4;3) = 9.

Hetedik alapfeladatBizonyitsuk be, hogy 6t altalanos helyiz@bnt kézil mindig ki lehet valas:
tani négyet ugy, hogy azok egy konvex négyszogseslegyenek!

™~
1

Megoldas:Talan ezzel érdemes megtanitani a konvex burkatt eszkozt arra, hogy a pontelhe-
lyezkedéseket osztalyozzuk. Ha a konvex burok gtsakkor hizzuk be barmely atlét. Ebben az
esetben 5 megoldas adodik. Ha a burok négyszogr giknaga a burok, de van még tovabbi 2
megoldas. Ha a burok haromszoég, akkor csak egy Ineegoan. A két belsponton atmet egye-
nes egyik oldalan 2 pont van, ezek a 2 d@ianttal konvex négyszdoget alkotnak. Megjegyzés: az
altaldnos helyzét pontok kifejezés azt jelenti, hogy semelyik harpomt nem illeszkedik egy
egyenesre.

Feladat: Adott a sikon 100 &ltalanos helyizgiont. Bizonyitsuk be, hogy lehet rajzolni 20 olyan
konvex négyszoget, amelyeknek a csucsai az adotblpd&ozil valok, és semelyik kéttek nincs
k6z0s pontja (diszjunktak)!

Megoldas:Ehhez még egy eszkdz kell, a sb@gyenes. Minden pontot minden ponttal 6sszeko-
tiink, majd felvesziink egy olyan egyenest, amelk exgjikével sem parhuzamos. llyen nyilvan

.....

5-6sével levalogathatjuk a pontokat, és mindengiéatad egy konvex négyszoget.

Feladat: Adott a sikon 22 altalanos helyézgiont. Bizonyitsuk be, hogy a pontokat parosavatés
lehet kotni 11 egyenes szakasszal Ugy, hogy ezekredakaszoknak legalabb 5 kiulonbdaet-
szeéspontja legyen!

Megoldas:A Kirschak-versenyen 1971-ben ez volt a 2. feladatasszunk le stffregyenessel 5
pontot, ez meghataroz egy konvex négyszoget, ananekloi adnak egy metszéspontait, $na-
radt 1 pontunk. Ezt kbévéen minden lépésben elég 4 pontot levalasztanunk, anmaradékkal
megvan az 6t, igy adodik mindig egy Ujabb metszétsg® mindig marad 1 pontunk.

Feladat: Adott a sikom altalanos helyzétpont (n > 5). Bizonyitsuk be, hogy az altaluk meghata-
rozott pontnégyeseknek legaldbb a 20%-a konvexszégyet hataroz meg!

n
Megoldas:Minden pontdtds meghatéroz legalabb egy konveyseéiget. Ez Iegaléb%sj konvex
négyszog, de mindegyikeh—4-szer szamoltuk, vagyis a konvex négyszdgek szamgaldbb

n n
%[J amit étalakitvaé[dfj. (Nemzetkozi Matematikai Didkolimpia, 1969.)
n_



